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CVU
DL
DSE
DV
ev
IPP
1d

li o libre
Igfd
LU

mcd
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Mutatis mutandis
NB

pda
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QEM
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1558

1558

1558

1558

factorizacién LU o eliminacién gaussiana consiste en factorizar una matriz cuadrada
en dos matrices triangulares, una matriz triangular superior y una matriz triangular
inferior. El LU en el término viene del inglés Lower-Upper (que se traduce como

inferior-superior)
maximo comun divisor
minimo comutn multiplo

Loc. lat. que significa “cambiando lo que se deba cambiar”

Nota bene (normalmente abreviada como N. B.) es una locucién latina que significa

«notese bien»

puntos de adherencia

punto medio

cuestionario de escogencia multiple
recta pasando por puntos
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1 100.01 Logica

Ejercicio 1

Sean R y S relaciones. Dar la negacién de R = S. [000104]

Ejercicio 2
Demostrar que (1 =2) = (2 =3).
Solucién ¥ [000105]

Ejercicio 3

Sean las siguientes cuatro afirmaciones :

(@) IxeR, VyeR, x+y>0; (b)VxeR, dJyeR, x+y>0;
(c)VxeR, VyeR, x+y>0;, , (d)IxeR, VyeR, y>>x.

1. ¢(Las afirmaciones a, b, ¢, d son verdaderos o falsos ?
2. Dar la negacién.

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo H [000106]

Ejercicio 4

Sea f una aplicacién de R en R. Negar, de la manera mds precisa posible, las siguientes declaraciones :
1. Paratodox € R f(x) < 1.
2. La aplicacién f es creciente.
3. Laaplicacién f es creciente y positiva.
4. Existe x € RT tal que f(x) <0.
5. Existe x € R tal que cualquiera que seay € R, si x <y, entonces f(x) > f(y).

No se pide probar nada, solo escribir lo contrario de un enunciado.
Solucidén ¥ Vidéo W [000107]

Ejercicio 5

Completar las lineas punteadas con el conector 16gico apropiado : <, <, =-.
LLxeRx*=4...... x=2; 2.2€C z=7...... z€R; 3.xeERx=m...e?=1.

Solucién V Vidéo W [000108]

Ejercicio 6
En R?, se definen los conjuntos F; = {(x,y) € R?, y <0}y F> = {(x,y) € R?, xy > 1, x > 0}. Se denota
M; M, la distancia usual entre dos puntos M; y M, de R?. Evaluar las proposiciones siguientes :

1. Ve €]0,+e0| IMy€F IMEF, MM, < ¢

2.3dM €F, IMyeF, Ve€]0,+o00 MM, < €

3. 3e€]0,4o] VM €F, VMyEF, MM, < &
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http://www.youtube.com/watch?v=nfJizOU7DbA
http://www.youtube.com/watch?v=ZCLCoGR3hcc
http://www.youtube.com/watch?v=2tmyTz5_2Rw

4. VM, eF, VM eF, 3Fe€]0,4o| MM, < ¢

Cuando son FALSAS, dar la negacion.
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [000109]

Ejercicio 7

Negar la proposicién : “todos los habitantes de la rue du Havre que tienen los ojos azules ganarén la loteria
y se retirardn antes de los 50 afios”.
Solucidén V Vidéo B [000110]

Ejercicio 8

Escribir la negacién de las siguientes afirmaciones donde P,Q, R, S son proposiciones.

1. P=Q, 3. Py(QyR), 5. PyQ)= (R=Y9).
2. PynoQ, 4. Po(QyR),
Solucidén V¥ [000111]

Ejercicio 9

Negar las siguientes afirmaciones :
1. todo tridngulo rectangulo tiene un angulo recto;
2. en todos los establos, todos los caballos son negros;

3. para todo entero x, existe un entero y tal que, para todo entero z, la relacién z < x implica la relacién
2<x+1;

4. Ve>0 Ja>0 (x=7/5| < a=1|5x—17| < g).

Solucidén Vv Vidéo A [000112]

Ejercicio 10 El misionero y los canibales

Los canibales de una tribu se preparan para comerse a un misionero. Deseando demostrarle por tltima vez
su respeto por la dignidad y la libertad humana, los canibales ofrecen al misionero que decida su destino él
mismo haciendo una breve declaracion : si esto es cierto, el misionero serd asado, y serd hervido en caso
contrario. ;Qué debe decir el misionero para salvar su vida ? (segtin Cervantes) [000113]

Ejercicio 11

La proposicion (PAQ = (—=P)V Q) ;es cierta? [000114]

Ejercicio 12

Se supone que la proposicién P es cierta al igual que las siguientes proposiciones :

1. (Q)AP= —S. 3. P=RVS. 5. RA-(SVQ)=T.
2. §= (=P)V Q. 4. SAQ = —P. 6. R= (=P)V (=Q).
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(La proposicién T es cierta ? [000115]

Ejercicio 13

Escribir la negacién de las siguientes oraciones :

1. (Vx)(3n)/(x < n). 5. (Ve>0)(ANeN)/(Vn=N)(Ju,| < ).

2. 3AM)/(Vn)(Jua| < M). 6. (VxeR)(Ve>0)Fa>0)/(VfeF)(Vye
3. (Vx)(Yy)(xy = yx). R)(x—yl <o =[f(x)—fy)] <€)

4. (Vx)(3y)/ Gy~ =x).

[000116]

Ejercicio 14

Comparar las diferentes frases (;son equivalentes, contrarias, cudles son que implican las otras... ?)

L (Vx)(3y)/(x < ). 4. (3x)/(Vy)(x < ). 7. (Vx)(3y)/(x=y).
2. (V) (Vy)(x < y). 5. (3x)/(Vy)(y <x).
3. (30 (Fy)/(x < ). 6. (3x)(3y)/(y<x

[000117]

Ejercicio 15

Si P(x) es una proposicién dependiendo de x € X, se denota P = {x € X /P(x) es cierta}. Expresar en térmi-

nos de Py Q conjuntos -P,PAQ,PVQ,P= Q,P & Q. [000118]

Ejercicio 16

Demostrar que

2n+1
. > <2+e).

Ve>0 INeNtalque n=>N=>2—¢€< n
n

Indicacién V Solucidén V Vidéo W [000119]

Ejercicio 17

Sean f, g dos funciones de R en R. Traducir en términos de cuantificadores las siguientes expresiones :

1. f es mayorada; 8. f es estrictamente decreciente ;

2. f esacotada; 9. f no es la funcién nula;

3. fespar; 10. f nunca tiene los mismos valores en dos pun-
4. f esimpar; tos diferentes ;

5. f nunca se anula; 11. f alcanza todos los valores de N;

6. f esperiddica; 12. f esinferiora g;

7. f escreciente; 13. f no es inferior a g.
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http://www.youtube.com/watch?v=UK22qba7LV0

Solucidén ¥ Vidéo W [000120]

Ejercicio 18 **IT
Expresar usando cuantificadores las siguientes frases y luego dar su negacién.

1. (f es una aplicacién del plano en si mismo)

(a) f eslaidentidad del plano.

(b) f tiene al menos un punto invariante (también se dice punto fijo).
2. (f esuna aplicacion de R en R)

(a) f eslaaplicacién nula.

(b) La ecuacioén f(x) = 0 tiene una solucion.

(c) Laecuacién f(x) = 0 tiene exactamente una solucion.
3. ((un)nen es una sucesion real)

(a) La sucesion (u,)qen es acotada.

(b) La sucesion (uy),cn es creciente.

(c) La sucesion (uy),en €s mondtona.

Solucidén V¥ [005103]

Ejercicio 19 *IT
Dar la negacion de las siguientes oraciones

1. x>3 2. 0<x<2.

Solucidén V¥ [005104]

Ejercicio 20 **IT

(Son equivalentes las siguientes oraciones ?
. «VxeR, (f(x) =0y glx)=0)»y«(VxeR, f(x) =0) y (VxeR, g(x) =0)».
2. «VxeR, (f(x) =00gx)=0)»y«(VxeR, f(x) =0)o (Vx R, g(x) =0)».

Dar un ejemplo de funciones f y g de R en R, ambas no nulas y cuyo producto es nulo.
Solucidén V [005105]

2  100.02 Conjuntos

Ejercicio 21

Demostrar que & C X, para todo conjunto X. [000121]

Ejercicio 22

Demostrar por contraposicidn las siguientes afirmaciones, E es un conjunto :
1. VA, BE #Z(E) (ANB=AUB)=A=B8,
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http://www.youtube.com/watch?v=-Kid1jaNv5A

2. VA,B,CE #(E) (ANB=ANCyAUB=AUC)=B=C.

Solucion ¥ Vidéo W [000122]
Ejercicio 23

Sean A, B dos conjuntos, demostrar que C(AUB) =CA NCBy C(A N B) =CAUCB.

Indicacién ¥ Solucién V Vidéo B [000123]
Ejercicio 24

Sean E y F dos conjuntos, f : E — F. Demostrar que :

VA,Be Z(E) (ACB)= (f(A)C f(B)), VA,Be Z(F) fY(AUB)=f"1(A)Uf(B),
VA,B € <@(E) f(A ﬂB) Cf(A) ﬁf(B), VA € @(F) f_l(F\A) :E\f_l(A).

VA.Be P(E) fAUB)=f(A)Uf(B),

Solucidén ¥ Vidéo W [000124]
Ejercicio 25

A 'y B son partes de un conjunto £, demostrar las leyes de Morgan :

CAuCB=C(AnB) y CAnCB=C(AUB).

[000125]
Ejercicio 26
Demostrar las siguientes relaciones :
AUBNC)=(AUB)N(AUC) y AN(BUC)=(ANB)UANC).
[000126]
Ejercicio 27
Demostrar que si F' 'y G son subconjuntos de E :
(FCG < FUG=G) y (FCG += [FUG=E).
Deducir que :
(FCG <+ FNG=F) y (FCG<+= FnlG=0).
[000127]
Ejercicio 28
Sea E'y F de conjuntos. SiA C Ey B C F demostrar que AX B C E X F. [000128]

Ejercicio 29

Sea A ={ay,az,a3,a1} y B={by1,bs,b3,bs,bs}. Escribir el producto cartesiano A x B. ;Cudl es el nimero
de partesde A x B? [000129]
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http://www.youtube.com/watch?v=MxucdpW0WDI
http://www.youtube.com/watch?v=I6E-O_PNk1Y
http://www.youtube.com/watch?v=64sBWnSD4nM

Ejercicio 30

Sea E un conjunto de n elementos. ;Cudl es el nimero de elementos de E” ? ;Cudl es el nimero de partes
de EP? [000130]

Ejercicio 31

Sean x, y, z nimeros reales, resolver el sistema :

{(x—l)(y—Z)zzo
(x=2)(y—3)=0.

Representar graficamente el conjunto de soluciones. [000131]

Ejercicio 32

Sea A una parte de E, se llama funcién caracteristica de A la aplicacién f de E en el conjunto de dos

elementos {0, 1}, tal que :
0 six¢A
X)) =
&) {1 six €A.

Sean A y B dos partes de E, fy g sus funciones caracteristicas. Demostrar que las siguientes funciones son
funciones caracteristicas de conjuntos que se deben determinar :

1. 1-f.
2. fe.

3. f+g—fg.
[000132]

Ejercicio 33
Sea un conjunto E y dos partes A y B de E. Se designa por AAB el conjunto (AUB) \ (A N B). En las
siguientes preguntas puede ser conveniente utilizar la nocioén de funcion caracteristica.

1. Demostrar que AAB = (A\B)U(B\A).
2. Demostrar que para todas las partes A, B, C de E se tiene (A AB) AC =AA(BAC).
3. Demostrar que existe una unica parte X de E tal que para toda parte A de E, AAX = XNA = A.

4. Demostrar que para toda parte A de E, existe una parte A’ de E y solo una tal que AANA' =A'ANA =X.

[000133]

Ejercicio 34

1. Escribir el conjunto de definicién de cada una de las siguientes funciones numéricas : x — /X,

1 1
PR \/;H_x—l'
2. Simplificar [1,3] N[2,4] y [1,3]U[2,4].
3. Para todo n € N, se denota nZ el conjunto de enteros relativos miltiplos de n : nZ = {np | p € Z}.
Simplifier 2Z N 3Z.

X
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[000134]

Ejercicio 35

Se definen los siguientes cinco conjuntos :

AIZ{(x’y)€R23x+y<1}a AZZ{(x’y)€R27|x+y|<l}a A3:{(X,)/)€R2,|)C|+|y‘<l},
Ay={(x,y) R, x+y>—-1}, As={(x,y)eR?, |x—y| <1}.

1. Representar estos cinco conjuntos.

2. Deducir una demostracién geométrica de
(k+yl <1y x—y[<) e+ <L

[000135]

Ejercicio 36

Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es un intervalo, eventualmente vacio o reducido a un
punto

I = — =N |-2-- .
1 m |:373+n2|: y12 ﬂ:| 2 n74+n:|
n=1 n=1
Solucidén ¥ [000136]

Ejercicio 37

Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es un intervalo que se debe calcular.

ALy =it
= o —I-n y = —i—n,n

n=1 n=2
Solucidén ¥ Vidéo W [000137]
Ejercicio 38
Sean E un conjunto y A,B,C tres partes de E tales que AUB=AUCy AN B=AMNC. Demostrar que
B=C. [000138]
Ejercicio 39

Sean E un conjunto y A, B, C tres partes de E. Demostrar que
(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)UBNC)U(CNA).

[000139]

Ejercicio 40
Dar las posiciones relativas de A,B,C C EsiAUB=BNC. [000140]

Ejercicio 41
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http://www.youtube.com/watch?v=a7iULB800tg

(Es verdad que Z(ANB) = Z(A)N X (B)?Y P(AUB) = Z(A)UZ(B)? [000141]

Ejercicio 42
Demostrarque ANB=ANC<ANCB=ANCC. [000142]
Ejercicio 43
Dar la lista de los elementos de Z2(Z7({1,2})). [000143]
Ejercicio 44

Sean A, B C E. Resolver las ecuaciones de incégnita X C E

1. AUX =B. 2. ANX=B8.
Solucidén V¥ [000144]
Ejercicio 45
Sean E, F, G tres conjuntos. Demostrar que (E x G)U(F x G) = (EUF) X G. [000145]
Ejercicio 46

Sean E, F,G,H cuatro conjuntos. Comparar conjuntos (E X F) N (GxH)y (ENG)x (FNH). [000146]

Ejercicio 47
Sea E el conjunto de funciones de N en {1,2,3}. Parai = 1,2,3 se establece A; = {f € E/f(0) = i}. De-
mostrar que los A; forman una particién de E. [000147]

Ejercicio 48 **T
Ay B son partes de un conjunto E. Demostrar que :
1. AAB=ANB)< (A=B=0).
2. (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).
3. AAB = BAA.
4. (AAB)AC =AA(BAC).
5. AAB=@ < A=B.
6. AAC=BAC << A =B.

Solucién V [005112]

Ejercicio 49 ***IT

Sean (A;);e; una familia de partes de un conjunto E indexada por un conjunto I y (B;);c; una familia de
partes de un conjunto F' indexada por un conjunto /. Sea f una aplicacién de E hacia . Comparar desde el
punto de vista de la inclusion las partes siguientes :

1. f(UAi)y U f(A:) (se empieza de nuevo por f(AUB) si no se tienen las ideas claras).
i€l iel
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[\

: f(iQIAi) yiQIf(Ai)-

- F(ENA) Yy F\ f(A).

: fﬁl(iQIBi) yigf’l(Bi)-
5. ffl(ileJIBi) y iLEJIffl(BJ
6. fH(F\B)yE\f'(Bi).

Solucidén Vv [005113]

A W

Ejercicio 50 ***I Teorema de CANTOR

1. Demostrar que existe una inyeccién de E en Z(E).

2. Considerando laparte A= {x € E/ x ¢ f(x)}, demostrar que no existe biyeccién f de E sobre & (E).

Solucidén V¥ [005117]

Ejercicio 51

Sea E un conjunto y ¢ una parte de & (E). Se dice que & es una topologia sobre E si las siguientes
condiciones son verdaderas
— O es estable bajo interseccion finita, dicho de otro modo : para todo n € N* y toda familia Uy, ...,U,
n
de elementos de 7, se tiene (| U; € 0.
i=1
— O es estable para cualquier unién, dicho de otro modo : para todo conjunto / y toda familia (U;);e;
de elementos de &, YU, € 0.

icl
— las partes @ y E son los elementos de &'.

1. Demostrar que ¢ = {@,E} y 0, = Z(E) son topologias en E.
2. Demostrar que
O3 ={U€ Z(E):|:U=20°U es finito}
es una topologia sobre E.

3. ¢(Cuantas topologias diferentes existen si E es el conjunto vacio ? ;Si tiene un solo elemento ? ; Dos
elementos ? ; Tres elementos ?

[007186]

Ejercicio 52

En el conjunto R, existe un nocién de parte acotada : es una parte que estd incluida en un segmento del
tipo [—M,M], para cierto M. Este ejercicio muestra cémo generalizar esta nocion de parte acotada a un
conjunto cualquiera. Sea E un conjunto y % una parte de & (E). Se dice que & es una bornologia en E si
las siguientes condiciones son verdaderas

— SiA € %y BCA,entonces B € A.

— SiAe ByBec A, entonces AUB € A.

— Paratodo x € E, se tiene {x} € A.
Los elementos de 4 se dicen Z-acotados, o simplemente acotados si no existe ambigiiedad en la bornologia
utilizada. En lo que sigue, se fija un conjunto E.

1. Demostrar que % = {@,E} es una bornologia de E. Se llama la bornologia trivial (o grosera).
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2. Demostrar que el conjunto %, de partes finitas de E es una bornologia de E. Se llama la bornologia
discreta.

3. (Cuantas bornologias diferentes existe si £ es vacio ? Si contiene (exactamente) un elemento ? ;Dos ?
JTres?

4. Se supone ahora que E = R. Sea %5 el conjunto de partes A C R acotadas en el sentido clasico,
dicho de otro modo
A€ Py < IMcRVacA,la <M

Demostrar que %3 es una bornologia. Se llama la bornologia usual en R, y cuando se habla de
acotados de R, estd implicito que nos referimos a esta bornologia (y no a los dos primeros por
ejemplo).

[007187]

Ejercicio 53

Sea E un conjunto y <7 una parte de Z(E). Se dice que <7 es una dlgebra de partes E si las siguientes
condiciones son verdaderas :

— 2/ no es vacio.

— Si X € &/, entonces E \ X también.

— & es estable por unidn finita, dicho de otro modo : para todo n € N* y toda familia Uy,...,U, de

n
elementos de .7, se tiene |J U; € 7.
=1

=
1. Demostrar que & (E) es un dlgebra de partes de E.
2. Demostrar que un algebra de partes de E es estable bajo interseccion finita.

3. (Cuantas édlgebras de partes hay si E tiene (exactamente) un, dos, o tres elementos ?

[007188]
3 100.03 Reduccion al absurdo y contraposicion
Ejercicio 54
Demostrar que v/2 ¢ Q. [000148]
Ejercicio 55
Sea X un conjunto y f una aplicacion de X en el conjunto & (X) de partes de X. Se denota A el conjunto de
los x € X verificando x ¢ f(x). Demostrar que no existe x € X tal que A = f(x). [000149]
Ejercicio 56

Sea (f,)nen una sucesion de aplicaciones del conjunto N en si mismo. Se define una aplicacién f de N en
N poniendo f(n) = f,(n)+ 1. Demostrar que no existe p € N tal que f = f,.
Indicacién ¥ Solucién V Vidéo W [000150]

Ejercicio 57
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http://www.youtube.com/watch?v=RDbMQTxMIuA

1. Sea py, p2,...,pr, r nimeros primos. Demostrar que el entero N = pyp> - -- p»+ 1 no es divisible por
ninguno de los enteros p;.

2. Utilizar la pregunta anterior para demostrar por contradiccion que existe una infinidad de nimeros
primos.

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo N [000151]

4 100.04 Recurrencia

Ejercicio 58

Demostrar, razonando por induccién, que 10%+2 4- 10>+ 4 1 es divisible por 111, para todo n € N. (Indi-
cacion : 1000 =9 x 111+1). [000152]

Ejercicio 59

Demostrar :
i 1 4 1)(2n+1
LY k=" g e 2. Y@= Tt g
k=1 2 k=1 6
Solucidén V Vidéo W [000153]
Ejercicio 60

Por qué el siguiente razonamiento es incorrecto ?
Sea Z(n) : n ldpices de color son todos del mismo color.

— (1) es cierta porque un ldpiz de color es del mismo color que él mismo.

— Se supone Z(n). Sean n+ 1 lapices. Se retira 1, los n ldpices restantes son del mismo color por
hipétesis de induccion. Se deja ese ldpiz y se saca otro; los n nuevos ldpices son del mismo color
otra vez. Por lo tanto, el primer 1dpiz extraido era del mismo color que los otros n. Por lo tanto, la
proposicién es verdadera en el rango n+ 1.

— Por tanto, se ha demostrado que todos los lapices en un nimero infinito numerable son del mismo

color.
[000154]
Ejercicio 61
- . 2x2 -3
Sea la sucesion (x,),cn definida por xo =4y x,41 = .
Xp+2
1. Demostrar que : Vn € N x, > 3.
2. Demostrar que : VR e N x,,.1 —3 > %(xn -3).
n
3. Demostrar que : VR € N x, > (%) +3.
4. (La sucesion (x,)nen €s convergente ?
Indicacién V Solucidn V Vidéo W [000155]

Ejercicio 62
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http://www.youtube.com/watch?v=RHiN60xhmoo
http://www.youtube.com/watch?v=SUMAdDoMPto
http://www.youtube.com/watch?v=6iVRvfkMLTw

1. En el plano, se consideran tres rectas Aj,Ay,As formando un “verdadero” tridngulo : no son con-
currentes, y no existen dos paralelas. Dar el niimero R3 de regiones (zonas blancas) cortadas por
estas tres rectas.

2. Se consideran cuatro rectas Ay, ..., Ay, tales que no existen ninguna tres concurrentes, ni dos parale-
las. Dar el nimero R4 de regiones cortadas por estas cuatro rectas.

3. Se considera n rectas Ay, ..., A,, tales que no existen ninguna tres concurrentes, ni dos paralelas. Sea
R, el ndmero de regiones delimitadas por Ay,...,A,, y R,_ el nimero de regiones delimitadas por
Ar,...,Ay—1. Demostrar que R, = R,,— +n.

4. Calcular por induccién el nimero de regiones limitadas por n rectas en posicién general, es decir
tales que no existen tres concurrentes ni dos paralelas.

Solucidén V¥ [000156]

Ejercicio 63

Sea X un conjunto. Para f € .#(X,X), se define f* = id y por recurrencia paran € N "1 = f"o f.
1. Demostrar que Vn € N "1 = fo f".
2. Demostrar que si f es biyectiva entonces Vn € N (f~1)" = (")~ L.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo N [000157]

Ejercicio 64

Demostrar que

2
[000158]
Ejercicio 65
Para todo natural n, se establece
Sp=12+4+2-34---+(n—1)-n
Demostrar que se tiene
1
Sy = gn(n— )(n+1).
[000159]
Ejercicio 66
Para n € N, se considera la siguiente propiedad :
P, 2">n’
1. ;Para qué valores de n la implicacién P, = P, es cierta?
2. (Para qué valores de n la propiedad P, es cierta?
[000160]

Ejercicio 67

(Qué sucede con la siguiente demostracién ?
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http://www.youtube.com/watch?v=okAsZpWWB0M

1. Paratodo n > 2, se considera la propiedad :

P(n): npuntos distintos del plano estdn siempre alineados

2. Inicializacion : P(2) es cierta porque dos puntos distintos siempre estan alineados.

3. Herencia : Se supone que P(n) es cierta y se va a demostrar P(n+1). Sea asi A1, Ay, ..., Ay, A4 de
puntos distintos. Segtin la hipétesis de recurrencia, Aj,A»,...,A, estan alineados en una recta d, y
Aj,...,Ap, A, estdn alineados en una recta d’. Las dos rectas d y d’ teniendo n — 1 puntos comunes
A, ..., A, son coincidentes. Entonces A1,A»,...,A,, A1 estan alineados, que demuestra la herencia
de la propiedad.

4. Conclusion : La propiedad P(n) es cierta para todo n > 2.

[000161]

Ejercicio 68

1. Demostrar que para todo entero natural n, 9 divide 10" — 1.

2. Sea k un entero estrictamente positivo. Investigar la siguiente propiedad : para todo entero natural n,
k divide (k+1)" 4 2.

[000162]
Ejercicio 69
Demostrar que para n > 1, el producto de n enteros impares es un entero impar. [000163]
Ejercicio 70
Se considera una sucesion (u, ), tal que :
upy=0y wm=1y Vo>l upy1 =up+2u,_
Demostrar que :
1. VheN, u, €N,
_ 1
2.VneN, u, = 3(2"—(-1)").
[000164]
Ejercicio 71
Sea b > 2 un entero fijo. Demostrar que para todo N € N*, existe un entero n € N y enteros ag,ay,...,d,
perteneciendo a {0,1,...,b— 1} tales que;
N=ay+ab+---+a,b" y a,#0
Demostrar que para cada N, el sistema (n,aq,ay,...,a,) estd determinado por la propiedad anterior. Se dice
que ap,ai,...,da, son los digitos de la escritura del nimero N en base b. [000165]

Ejercicio 72

Demostrar por induccién que para todo k € N, k! divide el producto de k enteros consecutivos :

VneN, k! |n(n+1)---(n+k—1).
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[000166]

Ejercicio 73
Las propiedades
P, :3|4"—1,VneN,
y
O, :3|4"+1,VneN,
(son verdaderas o falsas ? [000167]
Ejercicio 74

1. Calcular los restos de la divisién euclidiana de 1,4,42,43 por 3.

2. Formular, para todo n € N, una hipétesis &?(n), con respecto al resto de la division euclidiana de 4"
por 3. Demostrar que & (n) se verifica para todo n € N.

3. Paratodo n € N, el nimero 16" +4" 4 3 ;es divisible por 3 ?

[000168]

Ejercicio 75

Demostrar, razonando por induccién, que 3272 — 271 es divisible por 7 cualquiera que sean € N.  [000169]

Ejercicio 76

1. Demostrar por induccién :

2. Calcular de dos maneras diferentes :

n+1 n

Y& =Y (k+1).
k=1 k=0
3. Deducir :
- 13 2
Y & =—(2n +3n*+3n).
k=0 6
[000170]
Ejercicio 77
Demostrar que para todo enteron > 1 :
1.2 2.3 n-(n+1) n+l’
[000171]

Ejercicio 78
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Demostrar, determindndolo que existe un entero ng tal que

Vn > ng, 2" > (n+2)>.

[000172]
Ejercicio 79
Demostrar por induccién sobre n que para todo n > 2 la implicacién
[x>—-1,x#0]=[(14+x)" > 1 +nx]
es verdadera. [000173]
Ejercicio 80
1. Sea n € N; demostrar que para todo entero k > 1 se tiene
nk+ knf =1 < (n4 1)k,
2. Sea b un real positivo o nulo. Demostrar por recurrencia, que para todo n > 1 se tiene
2 n
" nb  (nb) (nb)
(1+b)" < 1+T!+ 2 +-+ TR
[000174]
Ejercicio 81
Demostrar por induccidn que para todo entero n € N,
n
(a+b)" =Y Crd'v" ™,
k=0
paratodoreal ay b. [000175]

Ejercicio 82

Se define una sucesion (F;,),cn de la manera siguiente :
Fa=F+F_;, kK=1 F=1.

1. Calcular F;,, para 1 <n < 10.

2. Demostrar que la ecuacién x?

3. Demostrar que, para todo n > 2, se tiene

A2 <F,<d" .

= x+ 1 admite una tnica solucidn positiva a que se debe calcular.

[000176]

Ejercicio 83
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Demostrar que :

2cos;:\/2+\/2+~-+\[2.

[000177]
Ejercicio 84
Paran € N, n > 2, encontrar una ley que simplifique el producto :
1 1
D mh)
( 4 n
[000178]
Ejercicio 85
Paran € N, sean qay, ..., a, nimeros reales del mismo signo tales que a; > —1, demostrar que :
(I+ap)---(14a,) >14+ao+---+ay.
[000179]
Ejercicio 86
n 2 2
1
Demostrar Vn € N, : Z K= m [007011]
k=0 4
Ejercicio 87
Demostrar que para todo entero n positivo, el entero 10" — (—1)" es divisible por 11. [007012]
Ejercicio 88
Sea (up)nen la sucesion de nimeros reales definida por uyp = 0 y para todo n positivo, u, 1 = /3u, +4.
Demostrar que la sucesion es mayorada por 4. [007013]
Ejercicio 89

Sea (up)nen la sucesion de nimeros reales definida por up = 0 y para todo n positivo, u,+1 = 2u, + 1.
Calcular u,, en funcién de n.
Indicacidén V¥ [007014]

Ejercicio 90

Sea (up)nen la sucesion de nimeros reales definida por up = 1, u; = 2 y para todo n positivo, u,2 =
Suy, 1 — 6u,. Calcular u,, en funcién de n.
Indicacion V¥ [007015]

Ejercicio 91

Sea (uy)nen la sucesion de nimeros reales definida por up = 1, u; = 1 y para todo n positivo, u, ., =
Up+1 + o Un: Demostrar que : Vn € N*: 1 < u, < n?.
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Indicacion Vv [007016]

Ejercicio 92
Demostrar que para todo n € N, la suma de los n primeros niimeros enteros positivos impares siempre es el
cuadrado de un entero. [007017]
Ejercicio 93
Demostrar : Vu € R,Vn € N, |sen(nu)| < n|sen(u)|. [007018]
Ejercicio 94

1. Seaa € R;. Demostrar Vn € N*,: (1 +a)" > 1 +na+wa2.
3n

2. Sea (uy)nen la sucesion definida por u, = 7 Demostrar que para todo n € N*, se tiene 0 < u,, <

3n
2n*+1°

[007019]

Ejercicio 95

Sea a €]0,7/2[, y definir una sucesion real por up = 2cos(a) y paratodo n € N, uy, 1 = /2 + u,. Demostrar

que para todo n € N, se tiene u,, = 2cos (%) [007020]

Ejercicio 96

Se define una sucesion por ug = 1 y paratodon € N, u,1; = %un +n—1.
1. Demostrar que para todo n > 3, u, es positivo. Deducir que para todo n > 4, se tiene u, > n — 2.
Deducir el limite de la sucesion.
2. Se define ahora la sucesion v, = 4u, — 8n + 24. Demostrar que la sucesién (v,) es una sucesion
geométrica, dar su primer término y su razén. Demostrar que para todon € N,u, =7 (%) ! +2n—6.

Se observa que u,, es la suma de una sucesion geométrica y una sucesion aritmética cuyas razones

n
primeros términos se deben especificar. Deducir una férmula para la cantidad ug +u; +--- +u, en
funcién de n.

[007021]
Ejercicio 97
Se considera la sucesion real (u,),cn definida por ug = 2 y para todon € N,: u, | = \/uy.
1. Demostrar que para todon € N, u,, > 1.
2. Demostrar que para todo real a € |1;+oo[, se tiene a1+ i < %
3. Deducir que para todo n € N, se tiene u,, 1] — 1 < % (y —1).
n
4. Demostrar que paratodon € N, u, — 1 < (%) . Deducir el limite de la sucesion (uy,).
[007022]
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Ejercicio 98 Recurrencia de Cauchy y aplicacién

Sea A una parte de N* conteniendo 1 y tal que
1. VneN*:neA=2necA;
2.VneN':n+1€A=ncA.

Demostrar que A = N*,

Deducir la desigualdad aritmético-geométrica : si ay, ..., a, son reales positivos, entonces se tiene

ay+---+ap

- < n/a1a2 cdy.

n
[007023]

Ejercicio 99
Demostrar que todo entero n > 1 puede escribirse como la suma de las potencias de 2 distintas.
Indicacion V¥ [007024]

Ejercicio 100

Demostrar que todo entero n > 1 puede escribirse de manera tinica de la forma 2”(2g+ 1), con p y g enteros.
Indicacion ¥ [007025]

Ejercicio 101

Demostrar que para todo n > 0 se tiene la desigualdad

LIPS NG
—_ — ... — n.
vVioV2 vn
[007035]
Ejercicio 102 Una recurrencia descendente
Demostrar que para todo entero N > 2,
2 3\/4\/~--\/(N—1)\/N<3.
Indicacidén V [007036]
Ejercicio 103 Desigualdad binomial
Demostrar que para todo a,b > 0 distintos y todo n > 1, se tiene la desigualdad
2" Yd"+b") > (a+b)".
[007037]

Ejercicio 104 Variantes del razonamiento recursivo

Entre los siguientes enunciados, ;cudles permiten deducir que P, es cierta para todon € N?
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1. PQyVI’lEN,Pn:> (Pzn/\P2n+1); 3. Po,P],szVI’l)Z,Pni(Pzn/\PQ,H_]);
2. Py, P yVI’l >1,P, = (Pzn/\Per_]); 4. Py, P, yVn >1,P, = (Pn_1 /\Pn+1).

[007038]

Ejercicio 105 Conductor de un sub-monoide

Sea P, una afirmacion dependiendo de n € N tal que :
1. Pyescierta;
2. Vne N,Pn = (Pn+3 y Pn+4).
(La propiedad es cierta para todo n € N? ;Para n bastante grande? (;Y si es asi a partir de qué rango ?)
(Para cudles enteros es cierta ?
Retomar la dos premieres preguntas reemplazando en el enunciado los nimeros 3 y 4 por pardmetros enteros

positivos a y b cualesquiera.
Indicacidén V [007039]

Ejercicio 106 Numeros de Catalan

Se define una sucesion (Cy),en por Co = 1y para todo natural n, C, 1 = Y, GGy
k=0

1. Calcular los cinco primeros términos de la sucesion;

2. Demostrar por induccién que para todo n > 0, C, >2"!;

3. Demostrar por induccién fuerte que paratodon > 0, C, > 32,
4.

Intentar demostrar por una recurrencia similar a la anterior que para todo n > 0, C, > 4"~2. ;En qué
falla? ;| Por qué es importante que falle ?

[007040]
Ejercicio 107
Sea x un real tal que x+ % sea entero. Demostrar que para todo n € N, x" + % es entero. [007041]
Ejercicio 108

Sea (uy,)qen la sucesion real definida por ug = 2, u; = 3, y para todo n € N, u,+» = 3uy,+1 — 2u,. Determinar
u, en funcion de n.
Indicacion V¥ [007042]

Ejercicio 109

n
Sea (u,)qen la sucesion real definida por ug = 1y paratodon € N, u,11 = ¥, ug. Determinar u, en funcién

de n. [007043]

Ejercicio 110

Sea n € N*, Se trazan n circulos en el plano. Demostrar que se puede colorear cada region del plano asi
delimitada con exactamente dos colores, de modo que dos regiones separadas por un arco de circulo son
siempre de diferente color. [007044]
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Ejercicio 111

Sea n un entero superior o igual que 2. Se colocan 21 puntos en el espacio, y se traza n> + 1 segmentos entre
estos puntos. Demostrar que se ha trazado al menos un tridngulo. [007045]

Ejercicio 112

Determinar los valores de n, para los cuales el nimero

SEPIILIVIL I
tn = 2 3 n
es entero.

Indicaciéon Vv [007046]

5 100.05 Relacion de equivalencia, relacion de orden

Ejercicio 113

1. Sea E =N x N, se define & por :
(a,b)%(d',b') < a+b = b+d'. Demostrar que Z es una relacion de equivalencia. Identificar E /2.

2. La misma pregunta para E = Z x N*y (p,q)Z(p',q') < pq = p'q.

[000207]

Ejercicio 114

En R? se define la relacién % por :
()2 YY) ey=y.
1. Demostrar que Z es una relacién de equivalencia.
2. Determinar la clase de equivalencia de (x,y) € R2.

[000208]

Ejercicio 115

En C se define la relacion & por :
%7 <7 = 7).
1. Demostrar que # es una relacién de equivalencia.
2. Determinar la clase de equivalencia de cada z € C.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000209]

Ejercicio 116

Sea Z una relacion binaria en un conjunto E, simétrica y transitiva. ;Qué pasa con el razonamiento si-
guiente ?
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“XZy = yXx, pues Z es simétrica,
0 (xZyy y%#x) = x%x ya que X es transitiva,
por lo tanto Z es reflexiva.”

Indicaciéon V¥ Solucidén V¥ [000210]

Ejercicio 117

Estudiar la relacién % definida en R (el conjunto de las aplicaciones de R en R) por :
fR#g <= IFA>0,VxeR,|x| >A= f(x)=g(x).

[000211]

Ejercicio 118

Demostrar que la relacion & definida en R por :
XKy < xe’ = ye*

es una relacién de equivalencia. Precisar, para x fijo en R, el nimero de elementos de la clase de x médulo
X.

Indicacién V Solucidén V Vidéo W [000212]

Ejercicio 119

(Es la relacion “divide” una relacién de orden sobre N? ;En Z? Si es si, ¢es una relacién de orden total ?
[000213]

Ejercicio 120

Estudiar las propiedades de las relaciones siguientes. En el caso de una relacién de equivalencia, especificar
clases; en el caso de una relacidon de orden, especificar si es total, si el conjunto tiene un elemento més
pequefio o mds grande.

1. En Z(E) : A% B<ACB; A%B<ANB=0g.

2. EnZ : a%sb < ay b tienen la misma paridad; a%4b< 3IneN, a—b=3n, a%sb<a—bes
divisible por 3.

[000214]

Ejercicio 121

Sean (X, <) y (¥,<) dos conjuntos ordenados (se denotan abusivamente los dos érdenes de la misma ma-
nera). Se define en X x Y la relacién (x,y) < (¥,)’) si y solo si (x <x’) o (x =x" y y <)'). Demostrar que
es un orden y que es total siy solo si X y Y son totalmente ordenados. [000215]

Ejercicio 122

Se dice que un conjunto es bien ordenado si todo subconjunto no vacio admite un elemento mas pequefio.
1. Dar un ejemplo de un conjunto bien ordenado y un ejemplo de un conjunto que no lo es.
2. Demostrar que bien ordenado implica totalmente ordenado.

3. (El reciproco es cierto ?
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[000216]

Ejercicio 123

Sea (E, <) un conjunto ordenado. Se define en & (E) \ {@&} la relacién < por
X <Y siysolosi (X=Y oVxeXVyeYx<y).

Verificar que es una relacion de orden.
Solucion ¥ Vidéo W [000217]

Ejercicio 124

b
Demostrar que a b = at
1+ab

es una l.c.i. sobre | — 1, 1| y determinar sus propiedades. [000218]

Ejercicio 125 Congruencia de cuadrados médulo 5

Se define la relacién ~ sobre Z por x ~y <= x> = y?>modS5.
1. Determinar el conjunto cociente.
2. (Se puede definir una suma cociente ? ; Una multiplicacién cociente ?

[003030]

Ejercicio 126 Producto cartesiano

Sean dos relaciones de equivalencia : # sobre E, y . sobre F. Se define sobre E X F :
(6, y) ~ ())<= x%x yy7y.

1. Verificar que ~ es una relacién de equivalencia.
2. Sea 9 :EXF — (E/Z)x (F/.%),(x,y) — (%,9)
Demostrar que ¢ es compatible con ~, y que la aplicacién cociente asociado es una biyeccion.

[003031]

Ejercicio 127 XUA =Y UA
Sea E un conjunto y A C E. Se define la relacién en Z(E) :

X~Y «<— XUA=YUA.

1. Demostrar que es una relacién de equivalencia.

2. Sea¢p: Z(E)— Z(E\A),X — X \ A. Demostrar que ¢ es compatible con ~, y que la aplicacion
cociente asociada es una biyeccion.

[003032]

Ejercicio 128 Equivalencias en EX

Sea E un conjunto no vacio. Se consideran las relaciones en F = EF :

f~g <= IneNtalque ["=g",
f~g <= ImneNtalque " =g¢",
f=g < f(E)=3(E).
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1. Demostrar que ~, =, = son relaciones de equivalencia.
2. Para f € F, se denotan f~, f~, f= las clases de equivalencia de f médulo ~, =2, = respectivamente.
(a) Comparar f~, 7.
(b) Demostrar que toda clase de equivalencia para ~ es unidn de clases de equivalencia para ~.
(c) ¢Qué se puede decir de f si existe g € f~ inyectiva ? ;Sobreyectiva ?
(d) La misma pregunta para f=.

[003033]

Ejercicio 129 Relacion de equivalencia cociente

Sean % y . dos relaciones de equivalencia en un conjunto E, tales que :
Vx,y € E, xZy = x.7y.

Se define .7 sobre E /% por : x.¥y <= x.7y. Verificar que . es una relacién de equivalencia, luego
definir una biyeccién entre (E/%)/. yE /.. [003034]

Ejercicio 130 Completacion de una relacion reflexiva y transitiva

Sea & una relacion binaria en un conjunto E reflexiva y transitiva. Se definen las dos relaciones :

xSy <=  (xZyyy#x),
xTy <= (xZyoyZx).

Son .7 y 7 relaciones de equivalencia ? [003035]

Ejercicio 131 Partes saturadas para una relacion de equivalencia

Sea ~ una relacién de equivalencia en un conjunto E. Para A C E, se define s(A) = | x.
x€A

1. Comparar Ay s(A).
2. Simplificar s(s(A)).
3. Demostrar que : Vx € E, se tiene (x € s(A)) <= (1N s(A) # &). Deducir s(E \ s(A)).
4. Demostrar que s (UAi> =Us(Ai)ys (ﬂAl) C N s(A)).
icl icl iel iel
5. Dar un ejemplo de inclusidn estricta.

[003036]

Ejercicio 132 Orden en las funciones

Sea X un conjunto y E = RX. Se ordena E por: f < g <= Vx € X, f(x) < g(x).
1. Verificar que es una relacion de orden.
2. (El orden es total ?
3. Comparar los enunciados : “f es mayorada”,y “{f} es mayorada”.

4. Sea (f;)ic; una familia mayorada de funciones de E. Demostrar que tiene una cota superior.
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[003037]

Ejercicio 133 supoinfy infosup

Sea f : R? — R una funcién acotada. Se definen los funciones :
g:R—R, 1+ sup{f(s,y) tal que y € R},

h:R—R, t—inf{f(x,7) tal que x € R}.

Demostrar que g y & son acotadas, luego comparar sup/ y inf g. [003038]

Ejercicio 134 Orden lexicografico

Se denota E = [—1, 1], y se define en E la relacion :
(x,y) = (X)) <= ((x <x)o(x=xyy< y’)) (orden lexicogrdfico).
1. Para (a,b) € E, representar graficamente el conjunto de los mayorantes de (a,b).
2. Sea A una parte no vacia de E. Demostrar que A admite una cota superior.

[003039]

Ejercicio 135 Distancia entre un punto y una parte

Para A C R no vacia y acotada, y x € R, se nota :
d(x,A) = inf{|x —a| tal que a € A} (distancia de x a A).

Demostrar que |d(x,A) —d(y,A)| < |x—y]. [003040]

Ejercicio 136 Partes adyacentes
Sean A, B C R verificando :

VacA,VbeB,a<b
Ve>0,dacA dbeBtalqueb—a<e¢

(se dice que A y B son adyacentes). Demostrar que sup(A) = inf(B). [003041]

Ejercicio 137 cota sup = cota inf

Sea E ordenado de tal manera que toda parte no vacia y mayorada admite una cota superior. Demostrar que
toda parte no vacio y minorada admite una cota inferior.
Solucidén ¥ [003042]

Ejercicio 138 Orden en R?
Se define sobre R? : (x,y) < (¥,)) <= ¥ —x| <)y —y.

1. Verificar que es una relacién de orden.
2. Dibujar conjuntos de mayorantes y minorantes de un par (a,b).

3. (El orden es total ?
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4. Sea A = {(x,y) € R? tal que x> +y* < 1}. Determinar sup(A).

Solucidén V¥ [003043]

Ejercicio 139 Propiedades de sup e inf

Una red es un conjunto ordenado E en el que para todo x,y € E, sup(x,y) y inf(x,y) existen. Sea E una red.
1. Demostrar que sup y inf son operaciones asociativas.
2. (En qué condicién tienen elementos neutros ?

3. Demostrar que :

Vx,y€E, sup (x, inf(x,y)) = inf(x, sup(x,y)) =x,
Vx,v,2€E, x<z= sup(x,inf(y, z)) < inf(sup(x,y),z)7
Vx,y,z € E, inf(x,sup(y,z)) > sup(inf(x,y),inf(x,z)).

[003044]

Ejercicio 140 Orden deducido de una ley idempotente

Sea - una operacién conmutativa y asociativa en E, tal que : Vx € E| x-x = x. Se define la relacién < sobre
Epor:x<y < xy=x

1. Reconocer <, cuando - es N sobre Z(X) (resp U).
2. Demostrar que < es una relacion de orden.
3. Demostrar que : Vx,y € E, x-y = inf(x,y).

[003045]

Ejercicio 141 Cota superior entre intervalos

Sea E el conjunto de intervalos de R (incluido &) ordenado por inclusién. Sean /,J dos intervalos. ;Qué son
inf(1,J), sup(1,J)? [003046]

Ejercicio 142 Extension de aplicaciones
Sea E un conjuntoy & = {(A, f) talque A C E, A# @,y f € EA}. Se ordena & por :

ACB

(A,f) 2 (B.g) <~ {VxGA, fx) =g

(es decir, que la funcién g, definida en B, extiende la funcion f, definida solo en A).
1. Demostrar que = es una relacion de orden. ;El orden es total ?

2. Sean (A, f) y (B,g) dos elementos de &. Encontrar un CNS para que la parte {(A, f),(B,g)} sea
mayorada. ;Cudl es entonces su cota superior ?

3. La misma pregunta para minorada.

[003047]

Ejercicio 143 Punto fijo de una funcién creciente
Sea f: [0,1] — [0, 1] creciente. Se denota A = {x € [0, 1] tal que f(x) < x}.
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1. Demostrar que A no es vacio.

2. Demostrar que f(A) C A.

3. Sea a = inf(A). Demostrar que f(a) minora A.
4. Deducir que f(a) =a.

Esto prueba que toda aplicacion creciente de [0, 1] en si mismo admite un punto fijo. Demostrar que es falsa
para el intervalo [0, 1]. [003048]

Ejercicio 144 Relacion de orden en un conjunto cociente

Sea Z una relacion en E reflexiva y transitiva. Se define la relacion : x ~y <= xZyy y%x.

1. Demostrar que ~ es una relacion de equivalencia en E.
En E/ ~ se establece : X <y <= xZy.

2. Demostrar que esta definicion es independiente de los representantes x e y escogidos.
3. Demostrar que < es una relacién de orden en E/ ~.

[003049]

Ejercicio 145 Sin cota superior en Q

En este ejercicio, se admite que : Vx € Q, x> # 2.
1. SeanA ={xcZ" " talque x> <2 } y B={ x € Z** tal que x> > 2 }. Determinar sup(A) y inf(B).

2. SeanA={xc Q" talque x> <2} y B={x € Q" tal que x> > 2 }. Se quiere demostrar que A

no admite cota superior en Q. Para esto, por el contrario, se supone que & = sup(A) existe (& € Q),
y se pone § = %.

(a) Demostrar que B = inf(B).

(b) Demostrar que : Va € A, Vb € B, se tiene a < b. [Qué se puedes deducir para ot y 3 ?
(c) Obtenga una contradiccién considerando y = #.

[003050]

Ejercicio 146

Sea E el conjunto de rectas del plano. ;El paralelismo y la ortogonalidad, on relaciones reflexivas, simétricas,

antisimétricas, transitivas ? [007189]
Ejercicio 147
Sea E un conjunto finito, de cardinal n. ; Cudntas relaciones binarias existen en E ? ;Relaciones simétricas ?
(Reflexivas ? [007190]
Ejercicio 148

Sea < una relacion de orden en un conjunto E, y < la relacion de orden estricto asociada, es decir por
definicién : x <y <= x<yyx#y. Eslocontrariode x <yesy <x?
Indicacién ¥ Solucién ¥ [007191]

Ejercicio 149
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Sea E un conjunto finitoy f : E — E una involucidn, es decir una aplicacién verificando f o f = Id. Demos-
trar que si f no tiene puntos fijos, entonces |E| es par. Mds generalmente, demostrar que la paridad de |E| es
la del nimero de puntos fijos de f.

Indicacion ¥ [007192]

Ejercicio 150

Sea % la relacion de equivalencia mds fina en {0, 1,2} verificando 0% 1. Describir la grafica de # (dar todos
sus elementos). [007193]

Ejercicio 151 (Coordenadas polares)

Sea ~ la relacién de equivalencia mds fina en R x [—m, ] verificando las condiciones :

v0,0" € [—n,nl,(0,0)~(0,6")
VreR:,(n—n)~ (rx).

Describir la grafica de ~, asi como sus clases de equivalencia. [007194]

Ejercicio 152

Seal>0Ounrealy X =[0,/] x [—1,1], y ~ larelacion de equivalencia mds fina en X tal que (0,y) ~ (I,—y),
para todo y € [—1,1]. Describir la gréfica y las clases de equivalencia de la relacién. Nota : el conjunto
cociente .# = X/ ~ es, por lo tanto el conjunto obtenido al pegar el rectangulo X = [0,/] x [—1,1] alo largo
de dos bordes opuestos, en la direccién opuesta. Se llama la cinta de Mobius (de longitud [). [007195]

Ejercicio 153

Sean Z y . de relaciones binarias en E. Se dice que Z es mas fino que .#, o incluso que es un refinamiento,
siVx,y € E,x#y —> x.¥y. De manera equivalente, &% es mas fino que . si se tiene la inclusién de los
grificos 'y C T o.
1. Demostrar que « ser mds fina que » es una relacién de orden en el conjunto de relaciones binarias en
E.

2. Sean # 'y . de relaciones binarias en E. Demostrar que existe una relacién binaria en E que refina
alavez Zy.#,y que también existe una relacion binaria en E simultdneamente menos fino que #
y L.

[007196]

Ejercicio 154

Sea f: R — U,t e, y sea Z la relacién de equivalencia en R definida por x#Zy <= x =y (mod 27).
Se denota R/27Z el conjunto cociente R/Z. Demostrar que la aplicacion f desciende al cociente en una
aplicacion [f] : R/2n7Z — U que es una biyeccion.

Solucidén V [007197]

Ejercicio 155 (Producto de dos relaciones)

Sean % y . dos relaciones en E. Sus producto, denotado Z., es la relacién binaria definida por :

Vx,y EEX#Sy <= Ja€E,: xZay asy)
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1. Demostrar con un ejemplo que en general, las relaciones Z.7 y . % son distintas.

2. Demostrar que el producto de las relaciones es, sin embargo, asociativo, en otras palabras si Z, . y
 son tres relaciones, se tiene

(BT =R(ST)

[007198]

Ejercicio 156 (Clausura transitiva. Este ejercicio utiliza la nocién de producto de relaciones)

Sea Z unarelacion en E. Paran € Ny # es una relacion en E, luego se define por induccion la relacién %"
(definiendo Z° como la igualdad, luego 2"+ = Z%"). Demostrar que todas las relaciones siguientes son
iguales :

L. VysoZ";

2. larelacién cuya graficaes |J I'gn;
n=0

3. larelacidn cuya gréfica es la interseccion de todas las gréficas de relaciones transitivas que contienen
I's.
4. larelacién mads fina entre todas las relaciones transitivas menos finas que %.

Esta relacion binaria (que es, por lo tanto transitivo) es llamada clausura transitiva de %. Demostrar que si
Z es simétrica (resp. reflexiva), su clausura transitiva es igualmente transitiva. [007199]

Ejercicio 157

Sea E el conjunto de pares de la forma (/, f), donde 7 es un intervalo de R y f es una funcién de 7 en R. La
relacién < sobre E es definida por

Demostrar que se trata de una relaciéon de orden. [007200]

Ejercicio 158

Sea E = RF el conjunto de funciones de Ren Ry f,g € E. Se dice que f y g tienen « mismo germen en
cero » y se denota f =8 Si:

A€>0, fil-e.el = 8)-cel
1. Demostrar que =esuna relacién de equivalencia en E.
2. Demostrar que si f = g, entonces f(0) = g(0), pero lo contrario es falso.
3. También demostrar que para todo a € R*, existen dos funciones f'y g, con f =8y fla) # g(a).

La clase de equivalencia de una funcién f por esta relacioén de equivalencia, se llama el germen de f en cero.
Cuidado, esta relacién de equivalencia no es « la equivalencia en cero » que se introducird mas adelante en
el curso de andlisis. [007201]

Ejercicio 159

Sea f : E — F, sea = la relacion de equivalencia en E cuyas clases de equivalencia son fibras de f, y sea
Q = E/ =y el conjunto cociente.

1. Demostrar que f pasa al cociente en una aplicacién f : Q — F que es inyectiva.
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2. Demostrar que una relacion de equivalencia % sobre E es mds fina que = si y solo si f pasa al
cociente por Z.

3. Deducir cudles son las relaciones de equivalencia mds y menos finas tales que f pasa al cociente por

X.

[007202]

Ejercicio 160 (Coecualizador)

Sean A y B dos conjuntos y f'y g dos aplicaciones entre A y B. Se define en B la relacion binaria siguiente :
Z es la relacién de equivalencia mas fina tal que Va € A, f(a)Zg(a). El coecualizador de [y g es por
definicién el conjunto cociente C = B/%. Se denota 7 : B — C la sobreyeccién candnica en el cociente.
Se tiene entonces wo f = wo g. Demostrar que C y 7 verifican la siguiente propiedad (dicha propiedad
universal del coecualizador) :

Para todo conjunto X y aplicacién ¢ : B — X verificando ¢ o f = ¢ o g, existe una Unica una aplicacién
h:C— Xtalque ¢ =horm. [007203]

Ejercicio 161 (Suma combinada de conjuntos. Este ejercicio utiliza la nocion de coecualizador.)

Sean A, By C conjuntos y f : C — A, g : C — B de las aplicaciones. Sea A Ll B la unién disjunta de A y
By i y ip las inyecciones canénicas de A 'y B en AU B. Las dos aplicaciones iy o f y ip 0 g ambos pasan
de C en A LIB. Su coecualizador es llamado la suma combinada de A y B bajo C, es denotado A Lic B. La
sobreyeccién canénico ALIB — A Lc B es denotada 7 y se denota j; = Tois y jp = moip. Demostrar que
A lc B verifica la siguiente propiedad universal :

Para todo conjunto D provisto de aplicaciones ¢ : A — D y v : B — D, existe una Unica una aplicacién
h:AUcB—Dtalque ¢ =ho jay w=ho jp. [007204]

Ejercicio 162 (Trituracién de una parte de un conjunto)

Sea X un conjunto. Para todo subconjunto A C X, se define la relacién binaria ~4 sobre X como sigue :
V(x,y) €EX?ix~yy <= (x=yo (xEAyycA)).

1. Demostrar que es una relacion de equivalencia en X. ;Cudles son sus clases de equivalencia ?

2. Sea f una funcién de X en un conjunto E, constante en A. Demostrar que desciende al cociente en
una aplicacion [f]: X/ ~4— E.

3. Demostrar que para todo conjunto E, la aplicacién
¢0:{feZF(X,E)/fesconstanteen A} — F(X/ ~4,E),

que a f asociada [f] es sobreyectiva.

4. Identificar, entre las relaciones de equivalencia estudiadas en el curso y los ejercicios del capitulo,
los que son casos particulares de trituracién de partes.

[007205]

Ejercicio 163 (Cono en un conjunto)

Sea X un conjunto y ¥ = X x [0,1]. Sea # la relacion de equivalencia mds fina en Y tal que Vx,x' €
X, (x,0)2(x',0).
1. Demostrar que (x,1)Z(x',t') <= (t =1t =0) o (x,1) = (X,1)).
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2. El cono en X, denotado Cono(X), es por definicién Y /Z. El nombre de « cono » se puede explicar
con el siguiente ejemplo. Definir una biyeccién entre Cono(S') y el conjunto

{(ey2) R/ =x"+y%, y0<z< 1}

(que es un verdadero cono en el sentido usual : hacer un disefio).

[007206]

Ejercicio 164 (Suspensién de un conjunto)

Sea X un conjunto. En el conjunto X x [—1, 1], se considera la relacion de equivalencia mds fina verificando :

Vx,xX' € X, (x,—1)Z(x',—1)
Vx,xX' € X, (x,)Z(X,1).

1. Demostrar que
()R 1) <= (t=1'=—-1ot=1=1o0 (x,1)=(¥,1"))

El conjunto cociente es llamado suspension de X, y es denotado S(X).

2. Sea X = {—1,1}. Demostrar que la aplicacién f : X x [—1,1] — R2,: (x,t) > (t,xv/1 —12) tiene
valores en el circulo unitario del plano, denotado S', y pasa al cociente en aplicacién inyectiva
de S(X) hacia R? cuya imagen es S'. Esto formaliza la frase « la suspensién de dos puntos es un
circulo. »

(Nota : Mas generalmente, se puede demostrar que para todo n € N, la suspension de la esfera S” esta en
biyeccién natural con la esfera S"*!. Este ejercicio trata el caso n = 0. ) [007207]

Ejercicio 165 (Unién/disyuncion y interseccion/conjuncién de dos relaciones)

Sean % y . dos relaciones en E. Se define la disyuncion (o unién), denotada Z V .#, por :
xX(#N L)y <= (xZy o x.Sy)

De manera equivalente, la grafica de V. es la unién de los graficos de % y de .. Igualmente, se define
la conjuncién (o interseccién) Z A . como la relacién cuya grifica es la interseccion de las dos graficas de
Xy .S, es decir

X(ANS )y < (xZyyxSy).

Si Z y . son relaciones de equivalencia, demostrar que Z A .# es una relacion de equivalencia, pero no
necesariamente Z V.7 . (Nota : Se puede definir la conjuncién o la disyuncién de todo ndmero de relaciones,
usando la unién o la interseccién de los graficos asociados.) [007208]

6 100.99 Otro

Ejercicio 166

(Cudles son los nlimeros enteros # tales que 4" < n!? [000180]

Ejercicio 167
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n
1
Demostrar que : Vn > 2,u, = % ¢ N. Indicacion : demostrar que Vn > 2,3 (pn,q,) € (N*)?, u, =
k=1
2pa+1

[000181]
2qn

Ejercicio 168

Sea f : N* — N* una aplicacion que verifica :

Ve N* f(n+1) > f(f(n)).

Demostrar que f = Idy-. Indicaciones : {Qué se puede decir de k € N tal que f(k) = inf{f(n)|n € N}?
Deducir que Vn > 0, f(n) > f(0). Demostrar luego que Vn € N, se tiene : Vm > n, f(m) > f(n) y Vmm <
n, f(m) > m (se puede introducir k tal que f(k) sea el entero més pequefio de la forma f(m), con m > n).
Deducir que f es estrictamente creciente y solo existe una solucién al problema. ;Cual ? [000182]

Ejercicio 169

n
Para p € {1,2,3} sedenota S, = ¥ k”.
k=0

1. Usando el cambio de indice i = n — k en Sy, calcular S;.

2. Hacer lo mismo con S;. ;{Qué pasa?

3. Hacer lo mismo con S3, para expresarlo en términos de n'y S,.
4. Usando el ejercicio 59, calcular S3.

[000183]

Ejercicio 170

Para calcular sumas de dos indices, hay interés en representar el area del plano cubierta por estos indices y
sumar filas, columnas o diagonales... Calcular :

L. Y ij 4. Y (n—i)(n—j).
I<isjsn I<isjsn
2. )Y i(j-1). 2 ; _
1<i<j<n U=1) 3. KE(J@(P‘HI) (se escribe k = p+¢).
.Y (i—1)j.
1<i<j<n
[000184]
7 101.01 Aplicacion
Ejercicio 171
Sean f:R —Ryg:R — R tales que f(x) =3x+1y g(x) =x*— 1. ;Se tiene fog=go f?
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [000185]
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http://www.youtube.com/watch?v=MJjD9ZZkUuE

Ejercicio 172

Sea la aplicacién de Ren R, f: x — x%.
1. Determinar los conjuntos siguientes :
FUA=3, =10, £F([=2,1]), £([=3, =1]U[=2,1]) y f([=3,—1] N[=2,1]). Compararlos.
2. Las mismas preguntas con los conjuntos
f710=e0,2D), fH(L, Arool), 1 (o0, 2] UL, o) y f 7! (00, 2] N [1, o).
[000186]

Ejercicio 173 Imdgenes directas y reciprocas
Sea f : E — F una aplicacién, A,A' CEyB,B' CF.
1. Simplificar £(£~(£(4))) y £ (F(f7(B))).
2. Demostrar que f(A N f~1(B)) = f(A) N B.
3. Comparar f(AAA") y f(A)Af(A").
4. Comparar f~'(BAB)y f~'(B)Af~'(B).
5. (Bajo qué condicién sobre f se tiene VA C E, f(E\A)=F\ f(A)?

[002889]

Ejercicio 174 (X NA,X N B)
Sea E un conjunto, y A, B dos partes fijas de E. Sea ¢ : Z(E) — Z(A) x Z(B),X — (X NA,X N B).
1. (Quées ¢(2)?(9(E\(AUB))?

2. (Bajo qué condiciones sobre A y B, ¢ es inyectiva?
3. (El par (@, B) tiene un antecedente por ¢ ?
4. (En qué condiciones sobre A y B, ¢ es sobreyectiva?

[002890]

Ejercicio 175 Parte estable por una aplicacion

Sea f:E — E.Paran € N*,sedenota f" = fo fo---of y f'=Idg.SeaA CE,A, = f*(A),yB= U A,.
S——_——— neN

nveces

1. Demostrar que f(B) C B.
2. Demostrar que B es la parte mds pequefia de E estable por f y conteniendo a A.

[002891]

Ejercicio 176 Factorizacién de una aplicacién

1. Sean f: F — Ey g: G — E dos aplicaciones. Demostrar que existe una aplicacién i : G — F tal
que g = fohsiysolosi: g(G) C f(F). (Bajo qué condicién es A tinica ?

2. Sean f: E — Fy g:E — G dos aplicaciones. Demostrar que existe una aplicacién i : F — G tal
que g=ho fsiysolosi:Vx,y€E, (f(x)=f(y) = g(x) =g(»)). ;Bajo qué condicion h es tinica ?
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[002892]

Ejercicio 177 Propiedades de las aplicaciones A — f(A) y B+ f~!(B)

Sea f: E — F, se consideran las aplicaciones

&: PE)—> PF),A— fA) y ¥:P(F)— P(E),B— f(B).

Demostrar que :
1) f es inyectiva <= & es inyectiva <= Y es sobreyectiva.

2) f es sobreyectiva <> ® es sobreyectiva <= ¥ es inyectiva.
[002893]

Ejercicio 178 ¢ — fopy @ — @of

Sea f : E — F una aplicacién, y G un tercer conjunto que tiene al menos dos elementos. Se construye dos
nuevas aplicaciones :

f. :ES 5 FC @ foo y G =G o gof

Demostrar que :
1. fesinyectiva <= f, esinyectiva <= f* es sobreyectiva.
2. f essobreyectiva <= f, es sobreyectiva <=> f* es inyectiva.

[002894]

Ejercicio 179 [hogo f, go foh inyectivas y f oho g sobreyectiva]

SeanE L F & G E tres aplicaciones tales que hogo f'y go foh son inyectivas y foho g es sobreyectiva.
Demostrar que f, g, h son biyectivas. [002895]

Ejercicio 180 Partes saturadas para la relacion de equivalencia asociada con f
Sea f : E — F una aplicacién, y . = {X C E tal que f~!(f(X)) = X}.
1. Para A C E, demostrar que f~'(f(4)) € ..
Demostrar que . es estable bajo interseccién y unidn.
Sean X € .7 y A C E tales que X N A = &. Demostrar que X N f~1(f(A)) = 2.
Sean X y Y € .. Demostrar que X y Y \ X pertenece a ..

A

Demostrar que la aplicacién . — Z(f(E)), A — f(A) es una biyeccion.

[002896]

Ejercicio 181 Conjugacién

Sea E un conjunto y f: E — E biyectiva. La conjugacién por f es la aplicacion @y : EE - EF ¢ —
fogof!

1. Demostrar que ® es una biyeccion de £ E

2. Simplificar @7 o P,.

3. Simplificar @ (@) o D¢ (y).

48



4. Sean .#, .7, los subconjuntos de EF constituidos inyecciones y sobreyecciones. Demostrar que .
y - son invariantes por ®;.

-1
5. Cuando ¢ es biyectiva, ;qué es ((bf(qb)) ?

[002897]

Ejercicio 182 Conjuntos equipotentes

Sean E, F dos conjuntos. Se dice que : E es menos potente que F si existe una inyeccién f: E — F
E es mds potente que F si existe una sobreyeccion f: E — F

E y F son equipotentes si existe una biyeccién f: E — F.

1. Demostrar que : (E es menos potente que F)) <= (F es mds potente que E).
2. Demostrar que N, N*, {n € N tal que n es divisible por 3}, y Z son dos a dos equipotentes.
3. Demostrar que E es menos potente que Z(E).
4. Sea f: E — Z(E) cualquieray A = {x € E tal que x ¢ f(x)}. Demostrar que A ¢ f(E).
5. (Pueden E y Z(E) ser equipotentes ?
6. Sea G un tercer conjunto. Si E es menos potente que F, demostrar que E¢ es menos potente que FO.
[002898]
Ejercicio 183 Afirmaciones
Sea f: E — F. ;Qué sucede con las siguientes afirmaciones ?
1. VxeE VyeF f(x)=y. 5.VyeF Vx€E f(x)=y.
2. Vx€E JyeFtalque f(x)=y. 6. VyeF dxeEtalque f(x)=y.
3. 3xe€FEtalque YyeF f(x)=y. 7. 3yeFtalque Vx€E f(x)=y.
4. 3xcEtalque JyeFtalque f(x)=y. 8. dyeFtalque dx€Etalque f(x)=y.
[002899]

8 101.02 Inyeccion, sobreyeccion

Ejercicio 184
Dar ejemplos de aplicaciones de R en R (luego de R? en R) inyectiva y no sobreyectiva, luego sobreyectiva
y no inyectiva. [000187]
Ejercicio 185

Sea f : R — R definida por f(x) = x> —x. { f es inyectiva, sobreyectiva ? Determinar £~ ([—1,1]) y f(R).
[000188]

Ejercicio 186
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(Las siguientes funciones son inyectivas, sobreyectivas, biyectivas ?
fZ—Z,n—=2n; f:Z—Z,n——nf:RoR x—=x* f:RR, x—=x> f:C—C, 722

[000189]

Ejercicio 187

(Las siguientes aplicaciones son inyectivas, sobreyectivas, biyectivas ?

I.f:N—=Nn—n+1 2.2 —Z,n—n+1
1
3.h:R2 = R? (x,y) = (x+y,x—Y) 4. k:R\{1} =R, xH”—l
x_

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo N [000190]

Ejercicio 188

Sea f : R — R definida por f(x) = 2x/(1+x?).
1. f ;es inyectiva, sobreyectiva ?
2. Demostrar que f(R) = [—1,1].

3. Demostrar que la restriccion g : [—1,1] — [—1,1] g(x) = f(x) es una biyeccidn.

4. Encontrar este resultado estudiando las variaciones de f.

Indicacién V¥ Solucidén Vv Vidéo M [000191]

Ejercicio 189

La aplicacién f: C\ {0} — C, z+ z+ 1/z jes inyectiva, sobreyectiva, biyectiva ?
Dar la imagen por f del circulo de centro 0 y de radio 1.
Dar la imagen inversa por f de la recta iR. [000192]

Ejercicio 190

Se consideran cuatro conjuntos A,B,C y Dy las aplicaciones f :A — B, g: B — C, h: C — D. Demostrar
que :
go f inyectiva = f inyectiva, go f sobreyectiva = g sobreyectiva.

Demostrar que :
( go fy hog son biyectivas ) = ( f,gy hson biyectivas).

Indicaciéon V¥ Solucidén Vv Vidéo M [000193]

Ejercicio 191
Sea f: X — Y. Demostrar que
1. VBCY, f(f1(B)) =Bn f(X).
2. fes sobreyectivasiysolosi VBCY f(f~!(B)) =B.
3. fesinyectivasiysolosi VA CX f1(f(A)) = A.
4. fesbiyectivasiy solosi VA C X f(CA) =Cf(A).
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http://www.youtube.com/watch?v=GVJXQpK7lpY
http://www.youtube.com/watch?v=n2-T6hM33AM
http://www.youtube.com/watch?v=hBxRKn9zxFs

[000194]

Ejercicio 192

Sea f: X — Y. Demostrar que las tres proposiciones siguientes son equivalentes :
i. f esinyectiva.
ii. VA, BCX f(ANB)=f(A)N f(B).
iii. VA BCXANB=2= f(A)N f(B)=2.

[000195]

Ejercicio 193

Sea f:X — Y. Sedenota f: Z(X) — P(Y), A f(A) y f: P(Y) = P(X),B+ f~'(B). Demostrar
que :

1. fesinyectiva siy solo si f es inyectiva.

2. f es sobreyectiva si y solo si f es inyectiva.

[000196]

Ejercicio 194 Exponencial complejo
Siz=x+iy, (x,y) € R?, se establece e = e* x e”.

1. Determinar el médulo y el argumento de e?.

2. Calcular e¢% %, e 7%, (¢?)" paran € Z.

3. (Laaplicacion exp : C — C,z — €%, es inyectiva, sobreyectiva ?
Solucidén V Vidéo W [000197]
Ejercicio 195 *IT
Demostrar que : (go f inyectiva = f inyectiva) y (g o f sobreyectiva = g sobreyectiva).
Solucidén V [005110]

Ejercicio 196 ***IT
Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes (f es una aplicacién de un conjunto E en si
mismo) :

1. f esinyectiva.

2.VX e Z(E), f1(fX)) =X.

3.V(X,Y)e Z(E)?, f(XNY)=f(X)N £(Y).
4. X, Y)e ZE), XNY=2=fX)Nf{Y)=2.
5. V(X,Y)e Z(E2, Y CX = f(X\Y)=f(X)\ F(Y).

Solucidén Vv [005114]
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http://www.youtube.com/watch?v=h9jrsWR1bYw

9 101.03 Biyeccion

Ejercicio 197

Seana, beR,cona#0,y f, : R — Rtal que f,;(x) = ax+ b. Demostrar que f, , es una permutacién y
determinar su inversa.
Solucién ¥ [000198]

Ejercicio 198
Sea f: [0,1] — [0, 1] tal que

flx)=

1—x sino.

{x sixe [0,1] NQ,

Demostrar que fo f = id.
Indicacion V Solucién V Vidéo W [000199]

Ejercicio 199

Sea f: R — C, t +— e, Cambiar los conjuntos de salida y llegada para que (la restriccién de) f se vuelva
biyectiva.

Indicacion V¥ Solucidon V¥ Vidéo M [000200]
Ejercicio 200

Se llama semi-plano de Poincaré el conjunto & de niimeros complejos z tales que Imz > 0, y disco unidad
el conjunto Z de nimeros complejos z tales que |z| < 1. Demostrar que z — % es una biyeccién de &

+
sobre 2. [000201]
Ejercicio 201
Sea f: [1,+oo[— [0, 400 tal que f(x) = x> — 1. { f es biyectiva?
Indicacion ¥ Solucion ¥ Vidéo W [000202]
Ejercicio 202

Sean A L B 5 ¢ % D. Demostrar que si go f'y hog son biyectivas entonces f, gy h, lo son igualmente.
[000203]

Ejercicio 203
Sean A i> B % C ! A Demostrar que si hogo f'y go fohsoninyectivas y f oho g sobreyectiva entonces
f,8y h son biyectivas. [000204]
Ejercicio 204
Sea X un conjunto. Si A C X se denota )4 la funcidn caracteristica asociada. Demostrar que la aplicacion
b 2 (X)— F(X,{0,1}), A xa es biyectiva. [000205]
Ejercicio 205
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http://www.youtube.com/watch?v=7avL2IaR9fg
http://www.youtube.com/watch?v=j8JoMNuw-vc
http://www.youtube.com/watch?v=lZLGkwlniv4

Sea E un conjunto no vacio. Se dan dos partes A y B de E y se define la aplicacién f : o(E) — @(E),
x+— (AN X)U(BNX). Discutir y resolver la ecuacién f(X) = &. Deducir una condicién necesaria para
que f sea biyectiva. Se supone ahora B = A°. Expresar f usando la diferencia simétrica A. Demostrar que f
es biyectiva, precisar f~!. ; f es involutiva (i.e. f> = id)? ;Qué propiedad se deduce ? [000206]

Ejercicio 206 **IT

En cada uno de los casos siguientes, determinar f (1), luego se verifica que f realiza una biyeccién de I sobre
J = f(I), luego se especifica f~! :

2x—1
1. =x2—4x+3, =] —,2]. 2. = [=]—2, 4.
fx) =x"—4x+3, [ =] —0,2] fx) P ] =2, 400
3. f(0) = VIxF3—1, I = [3 4oo]. 4. f(x) = lf’ =R
X
Solucion ¥ [005106]

Ejercicio 207 **IT

Para z # i, se establece f(z) = é—fi Demostrar que f realiza una biyecciéon de D = {z € C/ |z| < 1} sobre
P ={z€ C/ Re(z) < 0}. Precisar f~'.
Solucién ¥ [005107]

Ejercicio 208 **T
Entre fogoh, goho fy ho fog dos son inyectivas y una es sobreyectiva. Demostrar que f, g y & son

biyectivas.
Solucién ¥ [005111]

Ejercicio 209 **** Una biyeccién entre N> y N

Sea f:N? =N Demostrar que f es una biyeccién. Precisar, para n € N dado, el par
(5y) = v+ (x+y)(x+y+1)
) 2 *
x,y) del cual es la imagen.
(x,y) g
Solucién ¥ [005118]

10 101.99 Otro

11 102.01 Binomio de Newton y combinatoria

Ejercicio 210
Demostrar que si p es un nimero primo, p divide C¥, para 1 <k < p—1. [000219]
Ejercicio 211
Usando la funcién x — (14x)", calcular :
n k n ok n « n 1 k
k;oc,,; k;o(—l) Cy; k;kc,,; k;oﬁ G
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Indicacidén V¥ Solucién Vv Vidéo N [000220]

Ejercicio 212

Demostrar que C’;Cf__,,: = C;‘,C,‘;7 (para 0 < k < p < n). Deducir que

n
Y ¢k =2rcr.
k=0

[000221]
Ejercicio 213
Usando la férmula binomial, demostrar que :
1. 2" 41 es divisible por 3 si y solo si n es impar;
2. 321+l 4 2442 o5 divisible por 7.
Indicacidén ¥ Solucidén V Vidéo B [000222]
Ejercicio 214
Demostrar que Ct = Cf;_l +C5:11, paral <p<n—1. [000223]
Ejercicio 215
Demostrar que, para p y n enteros naturales no nulos tales que 1 < p < n, se tiene :
pCh = ”C;I:ll .
[000224]
Ejercicio 216
1. Demostrar que :
)4
keP—k _ opcp
Y cicry=2rcy,
k=0
donde p y n son niimeros naturales con 0 < p < n.
2. Con las mismas notaciones, demostrar que
k ~k ~p—k
Y (- =0
k=0
[000225]

Ejercicio 217

1. Sean n, p y g de enteros naturales tales que 0 < p,g < n.
2. Demostrar que se tiene C) =}l siy solosi p=qgo p+q=n.
3. Resolver la ecuacién

cin—1 _ n*—2n+3
2n+4 — “ontd -
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http://www.youtube.com/watch?v=kV-ZtFtGAWI
http://www.youtube.com/watch?v=GNMFCMiipyM

[000226]

Ejercicio 218

Sean m,n € N* y p € N. Usando la férmula binomial, demostrar que m>**! + n?P*! es divisible por m + n.
[000227]

Ejercicio 219
Usando la férmula binomial demostrar :
n n
@ Y (-Dfct=0 (b) Y KCh=n(n—1)2"2+n2"".
k=0 k=0
Solucidén V¥ [000228]

Ejercicio 220

Calcular el médulo y el argumento de (1 +)". Deducir los valores de

S1=1-C:+C}—C8+
S$=Cl-C+C -

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ [000229]

Ejercicio 221

Demostrar las siguientes férmulas :

1. C"' =™ (se puede usar el hecho de que Z(E) — Z(E), A — A€ es una biyeccion.)

m

2. Cm Cm Cm 1

n—1°~
3.CM—CW2+2C{2 +Cm 2

Solucidén V¥ [000230]

Ejercicio 222

Sean E un conjunto no vacio y X,Y una particién de E.
1. Demostrar que la aplicacion siguiente es una biyeccién : Z(E) — Z(X) x 2(Y)
A~ (ANX,ANY)

2. Demostrar que para p,q,r € N tal que r < p+ ¢ se tiene : Z C’ Cf
i+j=r

P""q

n
3. Deducir que : Z 3 =cy.
k=0
[000231]

Ejercicio 223

X—XU{a}sia¢ X

SeaEunconjuntO,CleEYf:‘@(E)%‘@(E){X X\{a} siaeX
— ar S1a .

1. Demostrar que f es una biyeccién.
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2. Se supone ahora que E es finito y card(E) = n. Se define &)(E) el conjunto de partes de E de
cardinal par y & (E) el conjunto de partes de E de cardinal impar. Demostrar que card(Z%(E)) =
card(Z (E)).

n
3. Calcular estos cardinales y deducir el valor de Y. (—1)*C.
k=0
[000232]

Ejercicio 224

n
Utilizando la férmula binomial de Newton, demostrar que Y (—1)*C* = 0. Deducir el valorde Y, C2*.
k=0 0<2k<n
[000233]

Ejercicio 225
Sean0< p<n

— C]H—l

n
1. Demostrar por induccién en n que ¥, C¥ = ] -

k=p
2. Escribir estas igualdades para p =2y p = 3.

3. Deducir las sumas

S’2=1-2—|—2-3+-~—|—(n—1)'n 52:12_}_22_’_'_'_{_”2
S’3=12'24-22'3—1—-“—!-(}1—1)2'11 S3=13+23—|—-~—|—n3.

[000234]

Ejercicio 226 Calculo de sumas

. n Ck
Calcular kC,,
Z Beat

Solucidén V¥ [002900]

Ejercicio 227 Calculo de sumas

Sean n,p € N*, conn > p.
1. Verificar que CﬁCp CpC p,parap <k

n
2. Caleular ) (-1)*Cic?.
k=0

3. Deducir Z kakp =0sip<n.
k=0
Solucidén V [002901]

Ejercicio 228 Calculo de sumas

P
Sean n, p € N*. Simplificar Z (—1)ck.
k=0
Solucién ¥ [002902]

Ejercicio 229 Sumas de cardinales
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Sea E un conjunto finito de cardinal n. Calcular ) card(A), ) card(ANB), ) card(AUB).

ACE A,BCE ABCE
Solucién V [002903]
Ejercicio 230 Sumas de enteros
Sea n € N. Calcular Z ijy Z ijk.
i+j=n i+ j+k=n
Solucion ¥ [002904]

Ejercicio 231 Combinaciones con repeticiones

Sean n, p € N. Se denota I'; el nimero de n-tuples (xi,...,x,) € N" tales que x| + - -+ + X, = p.
1. Determinar l'g F,ll, F%, I7.

2. Demostrar que Fﬁill =07, +T%*! (se clasifican los (n+ 1)-tuples tales que x; + -+ -+ X4 1 = p+ 1

dependiendo de que x; = 0 0 no).

3. Deducir que I'; = C:er—l-

Solucidn V¥ [002905]

Ejercicio 232 Sumas de coeficientes binomiales

pntl [002906]

n
Sean n, p € N. Demostrar que k§0C5+k

Ejercicio 233 CJ; maximal

Sea n € N fijado. Determinar para qué valor de p el nimero C}, es maximal (se debe estudiar el cociente
ch/chh.
Solucién ¥ [002907]

Ejercicio 234 Paridad de C})

Seape N*, yn=27.
1. Seak € {1,...,n— 1}. Verificar que kCk = nC*~1.
2. Deducir que : Vk € {1,...,n— 1}, C* es par.
3. Deducir que : Yk € {0,...,n—1}, C*_, es impar.

[002908]

Ejercicio 235 Férmula de Vandermonde

C
Sean a,b,c € N. Demostrar que Z Cgc;—k =Coyp -
k=0

1. Calculando de dos formas (14 x)%(1 +x)P.

2. Buscando el ndmero de partes del cardinal ¢ en E U F, donde E y F son conjuntos disjuntos de
cardinales a y b.

q
3. Aplicacién : Sean n, p,q € N. Demostrar que Z C;‘C,’T’ th— Cf,’ig .
k=0
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[002909]

Ejercicio 236 Férmula de inversion

n n
Sea (x,) una sucesion de reales. Se define y, = Z C*x;.. Demostrar que (—1)"x, = Z (=) Cky;. 10029101

k=0 k=0

Ejercicio 237 Sucesién de Fibonacci

n
Seau, = Z C,f,p. Demostrar que ug =u; = 1yVn €N, uy 19 = up11 +uy, (sucesion de Fibonacci). [002911]

p=0

Ejercicio 238 IT Identidades combinatorias

La dificultad aumenta gradualmente de fdcil a bastante dificil sin ser insuperable.

1.

Calcular " + " +- n.

0 1 n
Demostrar n+n+n+_n+n+n+ ncontrar el valor comun d
eosaqueo ) 4 =1, 3 5 y encontrar el valor comun de

las dos sumas.

et s (1) (1) (2) ey () (2) ()

—1
. Demostrar que Vn € N*, Vk € [1,n], k n> :n<n )
2

k—1

S

2 2
2
. Demostrar que (8) + <’11> +-F <n> = ( ) (usar el polinomio (14 x)%").
n n

<n> <n) <n>
Calcular las sumas 0 - <n) +1- (n> 4+ 4n- (n) y A + A 4+t B (considera en cada
n

0 1 1 2 n+1
caso algin polinomio inteligentemente elegido).

1 1
Demostrar que <p> + (p+ > + -+ <n> = (n—i— >, donde 0 < p < n. Interpretacién en el
P p P p+1

tridngulo de PASCAL?
1
(a) Seal, = / (1 —xz)” dx. Encontrar una relacion de recurrencia que vincula 1, y 1,1 y deducir
0

(Z) _2:4---(2n)

I, en funcién de n (hacer una integracion por partes en I, — I, 1 1).

(), G

e (=)

(b) Demostrar laidentidad validaparan>1:1———*—+

3 5 2n+1  1-3---2n+1)

Solucién Vv [005137]

Ejercicio 239 **

¢Cudl es el coeficiente de a*b*c? en el desarrollo de (a — b +2c)??
Solucién ¥ [005138]

Ejercicio 240 **I
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Desarrollar (a+b+c+d)*y (a+b+c)3.
Solucién ¥ [005139]

Ejercicio 241 ***
Sea (n,a,b) € N*x]0, 4o0[x]0, +o0[. (Cuél es el término mds grande en la expansién de (a+b)" ?
Solucidén ¥ [005140]

Ejercicio 242 *

Resolver en Nx la ecuacién (?) + <Z> + (Z) = 5n.

Solucidén Vv [005141]

Ejercicio 243 *I Desigualdad de BERNOULLI

Demostrar que, para a real positivo y n entero natural dados, (1+a)" > 1+ na.
Solucidén ¥ [005147]

Ejercicio 244 ****]

Sean € N*.
1. Demostrar que existe (a,,b,) € (N*)? tal que (2++/3)" = a, + b,\/3, ya que 3b2 = a2 — 1.
2. Demostrar que E((2++/3)") es un entero impar (pensar en (2 —+/3)")).

Solucidén V¥ [005158]

Ejercicio 245 1T

1. (***) Encontrar una prueba combinatoria de la identidad ¥’ C2* = " C2¥*! o bien demostrar directa-
mente que un conjunto a n elementos contienen tantas partes pares como partes impares.

2. (*¥***) Encontrar una prueba combinatoria de la identidad kC,’1c = nClrf:}.

n

3. (****) Encontrar una prueba combinatoria de la identidad C7, = Z (ChH)2.
k=0
Solucion V [005278]

Ejercicio 246 *** Combinaciones con repeticiones

Demostrar que el niimero de soluciones enteras x; > 0 de la ecuacién x| +x; + - - - +x,, = k (k entero natural
k . . . .,

dado) es C, ; ;. (Denotar a, x el nimero de soluciones y proceder por induccién.)

Solucidén V¥ [005280]

12  102.02 Cardinal

Ejercicio 247
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Demostrar que Z es numerable usando la aplicacion :

¢'Z—>N{n'_>2n_1 sin>0;

n— —2n si no.

[000235]

Ejercicio 248
Para A, B dos conjuntos de E se denota AAB = (AUB) \ (A N B). Para E un conjunto finito, demostrar :

Card AAB = Card A + Card B—2Card A N B.

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo N [000236]

Ejercicio 249

Sea E un conjunto de n elementos, y A C E un subconjunto de p elementos. ;Cudl es el nimero de partes
de E que contienen uno y solo un elemento de A ?
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000237]

Ejercicio 250

Determinar el nimero de palabras distintas que se pueden formar con 6 vocales y 20 consonantes. Cada
palabra estd compuesta de 3 consonantes y 2 vocales, excluyendo las palabras que contienen 3 consonantes
consecutivas. [000238]

Ejercicio 251

Se consideran las manos de 5 cartas que se pueden extraer de una baraja de 52 tarjetas.
1. ;Cuéntas manos diferentes hay ?
2. (Cuantas manos existen con exactamente un as ?
3. (Cuéantas manos existen con al menos una jota ?
4. (Cudntas manos existen (a la vez) al menos un rey y una reina ?

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo H [000239]

Ejercicio 252

Sean A,A’, B, B’ cuatro conjuntos tales que :

card(A) = card(A’) =a y card(B) = card(B') = b.

1. Determinar el nimero de biyecciones de A x B sobre A’ x B,

2. Se supone ahora que {A,B}, {A’,B'} formar dos particiones de E, un conjunto. Determinar el nd-
mero de biyecciones f : E — E tales que f(A) =A"y f(B) =B'.

[000240]

Ejercicio 253

Sean A y B dos subconjuntos finitos de un conjunto E.
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http://www.youtube.com/watch?v=zkb9m4IjyfM
http://www.youtube.com/watch?v=YVY_dCYJms8
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1. Demostrar que : card(A UB) = card(A) + card(B) — card(A N B).

2. Demostrar por induccién que si (F;)i<i<, s una familia de subconjuntos finitos de E, entonces :
n n
Card(UF,-) < Z card(F;)

i=1 i=1

con igualdad si los F; son dos a dos disjuntos.

[000241]

Ejercicio 254
Sean 1 < k < n. Determinar el nimero de k-tuples (iy,...,i) tales que 1 <ij < -+ < i < n. [000242]
Ejercicio 255 Permutaciones
(Cudntas biyecciones existen f de {1,...,12} en si-mismo teniendo :

1. (La propiedad : n es par = f(n) es par?

2. (Lapropiedad : n es divisible por 3 = f(n) es divisible por 3?

3. (Estas dos propiedades a la vez ?

4. Retomar las preguntas anteriores reemplazando biyeccion por aplicacion.
Solucidén ¥ Vidéo W [002912]

Ejercicio 256 Permutaciones de pares

Debemos colocar alrededor de una mesa redonda un grupo de 2n personas, n hombres y n mujeres, que
constituyen n parejas. ;/Cuantas disposiciones hay ...

1. en total?

2. respetando la alternancia de los sexos ?

3. sin separar parejas ?

4. cumpliendo las dos condiciones anteriores ?

Solucidén V¥ [002913]

Ejercicio 257 Numero de operaciones

(Cudntas operaciones internas existe en un conjunto de n elementos ?
(Cudantas son conmutativos ?

(Cudntas tiene un elemento neutro ?

Eall O

(Cudantas son conmutativas y tienen un elemento neutro ?

Solucidén V¥ [002914]

Ejercicio 258 Foérmula de Poincaré

Sean Ay,...,A,, n conjuntos finitos.
1. (a) Calcular card (A UA, UA3) y card (A UA; UA3 UAy).
(b) Sugerir una férmula para card (A; U---UA,).
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http://www.youtube.com/watch?v=kXaDLtNT8hI

‘g ) " 1 sixeA;
2. Demostracién de la férmula : Se denota £ = UA,-, y para x € E se establece fi(x) =

P 0 sino.
(a) Sean xj,...,x, € R. Desarrollar completamente p = (1 —xj) X --- X (1 —x;,).
(b) Se consideralasuma Y (1 — fi(x))... (1 — f,(x)), demostrar la férmula 1b.
3. Aplicaciones : "
(a) Determinar el nimero de aplicaciones f: {1,...,p} — {1,...,n} no sobreyectivas.
(b) Determinar el niimero de permutaciones de un conjunto de n elementos que tienen al menos un
punto fijo.

Solucién V [002915]

Ejercicio 259 Desigualdades para la formula de Poincaré

n
Sean Ay,...,A, n conjuntos finitos, y E = J A;.
i=1

=

n
1. Demostrar que card (E) < ¥, card (4;). ;Casos de igualdad ?

i=1
n
2. Demostrar que card (E) > Y card(A;) — Y card(4; NA;). ;Casos de igualdad ?
i=1 1<i<j<n
Solucién V [002916]

Ejercicio 260 Couples (A,B) talesque AUB=E

Sea E un conjunto finito de n elementos, y & = {(A,B) € (#(E))? tal que AUB = E}. Determinar card(&).
Solucidén ¥ [002917]

Ejercicio 261 Partes que no contienen elementos consecutivos

1. (Cuél es el nimero de partes del elemento p de {1,...,n} que no contienen elementos consecutivos ?
2. Seat, el nimero de partes de {1,...,n} de cardinal cualquiera sin elementos consecutivos.

(a) Demostrar que t,,42 =t 41 +1ty, ton+1 = t,f +t,%71, yty = t,f — t,ffz.

(b) Calcular #5.

Indicaciéon V¥ Solucidén ¥V [002918]

Ejercicio 262 Numero de relaciones de equivalencia

Sea R, el nimero de relaciones de equivalencia en un conjunto para n elementos.

1. Encontrar una relacién de recurrencia entre R, y los Ry, k < n (fijar un elemento, y razonar sobre la
clase de equivalencia de este elemento).

2. Calcular R, paran < 6.

Solucidén V¥ [002919]

Ejercicio 263 Equivalencia entre funciones

Sean E, F, dos conjuntos no vacios. Se definen dos relaciones en X = F por :

f~g <<= 3 ¢:F — Fbiyectivatalque g=¢o f,
f=g < (Vxy€E, f(x)=f0) < g(x) =g(y)
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1. Demostrar que son relaciones de equivalencia.

2. Demostrarque f ~g= f =g.

3. Se supone f = g. Demostrar que f ~ g en los siguientes casos :
(a) F es finitoy f es sobreyectiva.
(b) F esfinitoy f es cualquiera.
(c) E es finito.

4. Determinar un contraejemplo para E = F = N.

[002920]

Ejercicio 264 Buen orden

Sea E un conjunto ordenado en el que cada parte no vacia tiene un elemento mas grande y un elemento més
pequeiio. Demostrar que E es totalmente ordenado y finito. [002921]

Ejercicio 265 Elemento maximal

Sea E un conjunto ordenado. Un elemento a € E se dice maximal si no existe b € E tal que b > a.
1. Si E es totalmente ordenado, demostrar que : maximal <= mdximo.
2. E=1{1,2,3,4,5,6} ordenado por divisibilidad. Encontrar los elementos méximos.
3. Si E es finito, Demostrar que existe un elemento maximal.

4. Si E es finito y hay un solo elemento maximal, demostrar que este elemento es maximo.

[002922]
Ejercicio 266 Numeros de Catalan
Sean x1,...,x,, nreales. Para calcular la suma x| + - - - +x;,, se colocan los paréntesis para que solo se tengan
7 )

que sumar dos nimeros. Sea ¢, el nimero de formas de poner paréntesis (se establece t; = 1).

1. Determinar t,,13,14.

2. Encontrar una relacién de recurrencia entre ¢, y f1,...,f,—1.
Solucidén V [002923]

Ejercicio 267 ***

(Cudntas particiones hay de un conjunto de pg elementos en p clases teniendo cada una g elementos ? (Si E
es un conjunto en pq elementos y si Ay,...,A, son p partes de E, Ay,...,A, forman una particién de E si'y
solo si todo elemento de E estd en una y solo una de las partes A;. Lo mismo equivale a decir que la unién
de A; es E y que los A; son dos a dos disjuntos.)

Solucién ¥ [005279]

Ejercicio 268 *
(Cuantos nimeros de 5 cifras hay donde 0 figura una vez y solo una vez?
Solucidén ¥ [005281]

Ejercicio 269 **I
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Se parte del punto de coordenadas (0,0), para llegar en el punto de coordenadas (p,q) (p y ¢ enteros
naturales dados) moviendo cada paso una unidad hacia la derecha o hacia arriba. ;Cudntos caminos posibles
hay ?

Indicacion ¥ Solucion ¥ Vidéo W [005284]

Ejercicio 270 ***]
(De cudntas maneras se puede pagar 100 euros con monedas de 10, 20 y 50 centavos ?
Solucidén V [005285]

Ejercicio 271 ***%*

1. Sea E un conjunto finito y no vacio. Sean » un entero natural no nulo y Ay,...,A,, n partes de E.
Demostrar el « principio de inclusién-exclusion » :

n
card(A{U---UA,) =) card(A;)— ) card(4; NA;)
i=1 I<ii<ip<n
+~--+(—1)k71 Z card(A;, ﬂAizﬂ---ﬁAik)

1<i|<ip<--<ix<n

44 (=) card(A; N---NA,).

2. (Cuantas permutaciones ¢ de {1,...,n} hay verificando Vi € {1,...,n}, o(i) # i ? (Estas permuta-
ciones se denominan desarreglos (permutaciones sin punto fijo)). Indicacién : Denotar A; el conjunto
de permutaciones que fijan i y usar 1). Se puede entonces resolver un famoso problema de probabi-
lidad, el problema del sombrero. n personas dejan sus sombreros en un guardarropa. Saliendo, cada
persona toma un sombrero al azar. Demostrar que la probabilidad de que ninguna de estas personas
se lleve su propio sombrero es aproximadamente %, cuando n es grande.

Solucidén V [005286]

Ejercicio 272 **

(Cuéntas sobreyecciones hay de {1,...,n+ 1} sobre {1,...,n}?
Solucidén V [005287]

Ejercicio 273 ***

Sea (P) un poligono convexo en n vértices. ;Cudntas diagonales tiene este poligono ? ;En cudntos puntos
distintos de los vértices se cortan como maximo ?
Solucidén V [005288]

Ejercicio 274 ***

1. Se dan n rectas del plano. Se supone que no existen dos que sean paralelas, ni tres que sean concur-
rentes. Determinar el nimero P(n) de regiones limitadas por estas rectas.

2. Se dan n planos del espacio. Se supone que no existen dos que sean paralelos, ni tres que sean
concurrentes en una recta, ni cuatro que sean concurrentes en un punto. Determinar el nimero Q(n)
de las regiones limitadas por estos planos.
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http://www.youtube.com/watch?v=4EJcG9wA3cI

Solucidén V¥ [005289]

Ejercicio 275 ***

Sea P¥ el niimero de particiones de un conjunto para n elementos en k clases. Demostrar que PX = P,/l‘:ll =+
kP,’l‘f 1> para 2 < k < n— 1. Hacer una tabla para 1 < k,n < 5. Calcular en funcién de P,’l‘ el nimero de
sobreyecciones de un conjunto de n elementos en un conjunto de p elementos.

Solucidén V [005290]

13 102.99 Otro

Ejercicio 276

1. (Principio de los pastores) Sean E,F dos conjuntos con F conjunto finito, y f una sobreyeccién de
E sobre F verificando :

Yy € F, card(f~'(y)) = p
Demostrar que E es entonces un conjunto finito y card(E) = pcard(F).

2. (Principio de los cajones) Sean 0,0y, ...,0,, p elementos distintos de un conjunto E, repartidos
entre una familia de n subconjuntos de E. Si n < p demostrar que existe al menos un conjunto de la
familia que contiene al menos dos elementos entre los ¢;.(se puede razonar por reduccién al absurdo)

[000243]
Ejercicio 277
Demostrar por induccién en n que si Ay, ...,A, C E, entonces
n
card(AjU---UA,) = Z(—l)’“rl Z card(A;, N--- NA;).
k=1 1<) < <ig<n
[000244]
Ejercicio 278
Sea p, (k) el nimero de permutaciones de {1,...,n} teniendo k puntos fijos, demostrar entonces que :
n
Y kpu(k) =n!.
k=0
Interpretar. [000245]
Ejercicio 279

Sea E un conjunto de cardinal nm € N*, donde (n,m) € (N*)2, y P, el conjunto de particiones de E en n
partes de m elementos cada uno. Demostrar que :

(nm)!

Nn’m = Card(Pmm) = W

(Indicacion : Se puede proceder por recurrencia.) [000246]
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Ejercicio 280

La historia : n personas traen un regalo a una fiesta, y todos sacan un regalo del montén formado por
todos los regalos traidos. ;Cudl es la probabilidad de que al menos una persona se vaya con su regalo ?
(En qué se convierte esta probabilidad cuando el nimero de personas se vuelve muy grande, i.e. : n — o0 ?
(Se observa que la intuicién destaca dos efectos contradictorios : entre mds personas es mds probable que
una persona tenga su regalo porque... hay mas personas, pero también son mds regalos, por lo tanto una
mayor proporcién de obsequios “aceptables”). Sea S, = 6({1,...,n}). Se dice que & € S, es un desarreglo
siVie{l,...,n} o(i) #i.SedenotaA; = {c € S,/0(i) =i} y D, el conjunto de los desarreglos.

1. Calcular card(A;).
2. Expresar S, \ D, en funcién de los A;.

3. Deducir card(D,,) (se puede usar el ejercicio 277).

cardD,
ard S,

4. Determinar el limite de

. X
. (se recordar que ngTw(l +x+-+ W) =e').

[000247]

Ejercicio 281

Sea E un conjunto de cardinal n,Re una relacion de equivalencia en E, con k clases de equivalencia y r
parejas (x,y) € E? tales que xRey. Demostrar que n® < kr. [000248]

Ejercicio 282 Numeracién de N?
Sea f:N? = N,
(P.@) = 3(p+@)(p+q+1)+p.
Demostrar parag >0: f(p+1,q—1)= f(p,q)+1y f(0,p+1) = f(p,0)+ 1.
Demostrar que : f(0,p+¢q) < f(p,q) < f(0,p+q+1).

Demostrar que g : n+— f(0,n) es estrictamente creciente.

L=

Demostrar que f es inyectiva (se supone f(p,q) = f(p’,4’') y se demuestra en principio que p+q =
P +4).
5. Demostrar que f es sobreyectiva.

[003051]

Ejercicio 283 Partes numerables

Sea (n;) una sucesién de nimeros naturales. Se dice que la sucesion es :
- casi nula si existe p € Ntal que Vk > p, np =0
- estacionaria  si existe p € N tal que Vk > p, ny = n,.
Demostrar que los conjuntos de sucesiones casi nulas y sucesiones estacionarias son numerables. [003052]

Ejercicio 284 Propiedades del mcd y mem

Sean a,b € N. Se denotan m = mem(a,b) y d = med(a,b).

1. Sea x un miltiplo comiin de a y b. Escribiendo la division euclidiana de x por m, demostrar que m | x.
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2. Sea x un divisor comin a a y b. Demostrar que mcm(x,d) es también un divisor comiin para a y b.
Deducir x | d.

3. (Como calificar m y d, para la relacién de orden de divisibilidad ?

[003053]

Ejercicio 285 Bases de numeracion

Sea b € N\ {0,1} y p € N. Demostrar que para todo entero n € {0,...,b” — 1}, existe un tnico p-tuple
(no,...,np—1) de nimeros naturales tal que :

p—1
Vk<p, me{0,....b—1}, yn= anbk.
k=0

[003054]
Ejercicio 286 Bases de numeracion
p
Sea n € N*. Demostrar que existe p € Ny ng,ny,...,n, € {1,2} tnicos tales que n = Z ng 2k, [003055]
k=0
Ejercicio 287 Bases de numeracion
Sean n, p € N*, con n < p!. Demostrar que existe un tnico p-tuple (n1,...,n,) de nimeros naturales tales
que
p
Vk<p, <k, yn=Y mkl.
k=1
[003056]
Ejercicio 288 Recurrencia de orden 2
Se denota a, = 25" 4+ 231+4,
1. Encontrar a,b € Z talesque : Vn €N, a0 =a-a,r1+b-ay.
2. Deducir que : Vn € N, a, es divisible por 17.
Solucién ¥ [003057]

Ejercicio 289 Orden en NN
Sea E = NN, Para f,g € E, con f # g, se denota ny, = min{k tal que f(k) # g(k)}. Se ordena E por :

VfagEEa f<<g — (f:g)o (f(”f,g) <g(nf,g))-

1. Demostrar que es una relacion de orden total.

2. Demostrar que toda parte de E no vacio tiene una cota inferior y toda parte de E no vacia y mayorada
admite una cota superior.

[003058]

Ejercicio 290 fo f(n)=n+k
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Se quiere demostrar que no existe aplicacién f : N — N verificando : Vn € N, f(f(n)) =n+ 1987.
(Olimpiadas 1987)
Sea f tal aplicacion. Se pone :

E=1{0,...,1986}, F=N\E, G=f(N)NE, H=E\G.

Demostrar sucesivamente :
1.f es inyectiva, 2. f(F)CF, 3. fY(F)=FUG, 4. fYG)=H,
luego se obtiene una contradiccién. [003059]

Ejercicio 291 f(f(n)) < f(n+1)
Sea f:N— Ntalque:VneN, f(f(n)) < f(n+1). Se quiere demostrar que f = Idy. (Olimpiadas 1977)
1. Demostrar que Vn € N, Vx > n, f(x) > n.

2. Sean € Nya > ntal que f(a) = min{f(x) tal que x > n}. Demostrar que a = n.
3. Deducir que f es estrictamente creciente, luego concluir.

Solucidn V¥ [003060]

Ejercicio 292 ***]

(Cudl es la probabilidad p,, para que en un grupo de n personas seleccionadas al azar, dos personas al

menos tengan el mismo cumpleafios (se considera que el afio tiene siempre 365 dias, todos equiprobables).
: 1

Demostrar que para n > 23, se tiene p, > 3

Solucidén V [005282]

Ejercicio 293 ***
Demostrar que el primero del afio cae méds a menudo en domingo que en sdbado.
Solucidén V [005283]

14 103.01 Divisibilidad, division euclidiana

Ejercicio 294

(Cuantos divisores admite 15! ?

Indicacidén ¥ Solucidén ¥ Vidéo B [000249]
Ejercicio 295

Hallar el resto de la divisién por 13 del nimero 1001900,

Indicacién ¥ Solucién V Vidéo W [000250]
Ejercicio 296

Sabiendo que se tiene 96842 = 256 x 375 4 842, determinar, sin dividir, el resto de la divisién del niimero
96842 por cada nimero 256 y 375.
Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo A [000251]
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Ejercicio 297

Sean m > 1 y n > 2 enteros ; demostrar que :
. n—1|n"—1;
2. (n—1)?|n"™ —1siysolosin—1|m.

[000252]

Ejercicio 298

Sea a un entero relativo cualquiera, demostrar que el nimero a(a® — 1) y, mds generalmente, a(a>" — 1) es
divisible por 6. [000253]
Ejercicio 299

Demostrar que el nimero 7" + 1 es divisible por 8 si n es impar; en el caso n par, dar el resto de su divisién
por 8.

Indicacion ¥ Solucion ¥ Vidéo W [000254]
Ejercicio 300

(Cudl es el entero natural mas pequefio que, dividido por 8,15,18 y 24, da como resto 7, 14,17 y 23 respec-
tivamente ? [000255]
Ejercicio 301

Demostrar que si x e y son niimeros naturales tales que x> divide y?, entonces x divide y. Aplicacién :
Demostrar, por contradiccién, que v/2 no es racional. [000256]
Ejercicio 302

Demostrar que Vn € N :

n(n+1)(n+2)(n+3) es divisible por 24,

n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) es divisible por 120.
Solucidén V Vidéo W [000257]
Ejercicio 303
Encontrar todos los enteros n tales que n”> 4 n + 7 sea divisible por 13. [000258]
Ejercicio 304

Se considera el niimero m = 2" p, en la cual n denota cualquier entero natural y p un nimero primo. Hacer
una lista de los divisores de m, incluido 1 y m él mismo, y calcular, en funcién de m y p, la suma S de todos
estos divisores. [000259]

Ejercicio 305
El divisor de una divisién es igual a 45; el resto es el cuadrado del cociente. Calcular el dividendo entero
natural. [000260]
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http://www.youtube.com/watch?v=I_npnj8Lb0M
http://www.youtube.com/watch?v=wEt81lOn-LA

Ejercicio 306

Encontrar el entero natural mds pequefio n tal que el desarrollo decimal de 1/n admite un periodo mas
pequeiio de longitud 5, es decir 1/n = 0,abcdeabcdeab. .., cona,b,...,e € {0,1,2,...,9}. [000261]

Ejercicio 307

Los nimeros a, b, ¢, d son elementos no nulos de Z, Decir si las siguientes propiedades son verdaderas o
FALSAS, justificando la respuesta.

1. Siadivide by c, entonces ¢> — 2b es miiltiplo de a.

Si existen u y v enteros tales que al + bv = d, entonces mcd(a,b) = |d|.
Si a es primo con b, entonces a es primo con b°>.

Si a divide b+ cy b—c, entonces a divide b y a divide c.

Si 19 divide ab, entonces 19 divide a o 19 divide b.

Si a es multiplo de b y si ¢ es multiplo de d, entonces a + ¢ es multiplo de b+ d.
Si 4 no divide bc, entonces b o ¢ es impar.

Si a divide b y b no divide c, entonces a no divide c.

Si 5 divide b2, entonces 25 divide bZ.

Si 12 divide b?, entonces 4 divide b.

. Si 12 divide b?, entonces 36 divide b°.

. Si1 91 divide ab, entonces 91 divide a o 91 divide b.

e A T

— = =
[

[000262]

Ejercicio 308

Se definen los siguientes tres conjuntos :

E| = {771, nec N}
E> ={n €N tal que nes multiplo de 4}
E;={28n,ne N}

1. Para 1 <i, j < 3, determinar si se tiene la inclusién E; C E;.
2. Escribir E| N E; bajo la forma E = {n € N, &(n)}. Demostrar que E| N E = Ej3.

[000263]

Ejercicio 309
Demostrar que si r y s son dos nimeros naturales suma de dos cuadrados de enteros entonces es lo mismo
para el producto rs. [000264]
Ejercicio 310
Sea n un entero relativo. Demostrar que o bien 8 divide n2, o 8 divide n> — 1, o 8 divide n*> — 4. [000265]
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Ejercicio 311

Dados dos niimeros relativos n 'y p demostrar que np es par, o n> — p* es divisible por 8. [000266]

Ejercicio 312

Demostrar que si z# es una suma natural de dos cuadrados de niimeros enteros, entonces el resto de la division
euclidiana de n por 4 nunca es igual a 3.
Solucién V Vidéo M [000267]

Ejercicio 313

1. Sea n un entero natural cuyo resto de la divisién euclidiana por 5 vale 2 o 3, demostrar que n*> + 1 es
divisible por 5.

5

2. Demostrar que para todo entero natural #, el entero n> — n es divisible por 5.

[000268]

Ejercicio 314

Sea n € N*. Demostrar que entre los tres enteros n- (n+1), n- (n+2) y (n+1) - (n+2), hay exactamente
dos que son divisibles por 3. [000269]

Ejercicio 315

1. Para todo par de nimeros reales (x,y) demostrar, por recurrencia, que para todo n € N* se tiene la
relacién

n—1
(%) X'=y'=(x—y). Zxky"_l_k.
k=0

Indicacién : La cantidad se puede escribir de dos maneras diferentes y(x" — y") + (x — y)x".

2. Sea (a,b, p) enteros elementos de N. Utilizando la férmula (x), demostrar que si existe un entero
I € Ntal que b = a+ pl, asi que para todo n € N*, existe un entero m € N tal que b" = a" + pm.

3. Sean a, b, p enteros elementos de N, usando la pregunta 2, demostrar que si a — b es divisible por p,

p—1
Z akbp—k—l
k=0

es también divisible por p. Deducir, usando la pregunta 2 y de la férmula (x), que si a — b es divisible

por p” i.e. existe un entero / € N tal que a — b = [ - p", entonces a” — b es divisible por p"+!.
Solucién ¥ [000270]
Ejercicio 316
Calcular 20002 médulo 7 y 2°% médulo 3. [000271]
Ejercicio 317

Sean a, b € Z cuyos restos médulo 11 son 7 y 2 respectivamente. Dar el resto médulo 11 de a®> —b?.  [000272]
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http://www.youtube.com/watch?v=0ClhoFc-5jQ

Ejercicio 318

1. Demostrar que 7 divide 22223 4 55552222

2. Demostrar que 11 divide
50 05
3. Encontrar un criterio de divisibilidad por 8, luego por 6.

[000273]

Ejercicio 319

Demostrar que para todon > 0 :
1. 7 divide 32++1 4 on+2 2. 11 divide 2073 4 32n+1 3. 6 divide 517° +n 4. 8 divide 5" +
230141, [000274]

Ejercicio 320

1. Determinar la suma de los digitos de la suma de los digitos de la suma de los digitos de 3°%.

2. Se da 51 nimeros comprendidos entre 1 y 100. Demostrar que entre estos niimeros existe nece-
sariamente al menos dos tales que uno divide al otro. Demostrar que siempre podemos encontrar
un conjunto de 50 nimeros comprendidos entre 1 y 100 no satisface la propiedad de divisibilidad

anterior.

[000275]
Ejercicio 321
Encontrar los enteros positivos 7 tales que n — 1 divide n? + 1. [000276]
Ejercicio 322
Demostrar que para cada n € N, 4 no divide n*> + 1. [000277]
Ejercicio 323
Demostrar que para todo entero positivo r, 49 divide 233 —7n — 8. [000278]
Ejercicio 324
Encontrar todos los enteros positivos « tales que a'® + 1 es divisible por 10. [000279]
Ejercicio 325
¢Cudl es el digito de las unidades de 19971997'0?2 [000280]
Ejercicio 326

Demostrar que :
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1. Si un entero es de la forma 6k 45, entonces es necesariamente de la forma 3k — 1, pero que el
reciproco es FALSO.

2. El cuadrado de un entero de la forma 5k + 1 es también de esta forma.
3. El cuadrado de un entero tiene la forma 3k o 3k + 1, pero nunca de la forma 3k + 2.

4. El cuadrado de un entero tiene la forma 4k o 4k + 1, pero nunca de la forma 4k + 2 ni de la forma
4k +3.

5. El cubo de todo entero es de la forma 9%, 9k + 1 o0 9k + 8.

6. Siun entero es a la vez un cuadrado y un cubo, entonces es de sexta potencia, y es de la forma 7k o
Tk+1.

[000281]

Ejercicio 327

Determinar los enteros n € N tales que :
1. n|n+S8.
2. n—1jn+11.
3. n—3|n-3.

[000282]

Ejercicio 328

Sea k € Z. Determinar los enteros n € N* tales que (n|2k+ 1y n|9% +4). [000283]

Ejercicio 329
Demostrar que V (a,b) € N x N* existe un tnico r(a) € {0,...,b— 1} tal que existe g € N, con a = bg+r(a).

1. Usando esto para b = 13, determinar enteros n € N tales que 13|n* +n+7.

2. Sia €Ny b="7, determinar los posibles valores de r(a”) (se recordar que r(a*) debe pertenecer a
{0,...,0—1}).
Demostrar entonces que ¥ (x,y) € N? (7|x? +y?) si y solo si (7|xy 7[y).

3. Demostrar que un entero positivo de la forma 8k + 7 no puede ser la suma de cuadrados de |Tres
enteros.

[000284]

Ejercicio 330

1. Demostrar que el resto de la division euclidiana por 8 del cuadrado de todo ntimero impar es 1.
2. Demostrar igualmente que todo nimero par verifica x> =0 (mod 8) o x> =4 (mod 8).
3. Sean a, b, c tres enteros impares. Determinar el resto médulo 8 de a® + 5?4 c? y el de 2(ab+ bc +ca).

4. Deducir que estos dos ndmeros no son cuadrados y que ab + bc + ca tampoco.

Indicacidén V¥ Solucién V¥ Vidéo N [000285]

Ejercicio 331 Sumas de niimeros impares
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Sean € N, n > 2. Demostrar que si N es la suma de n nimeros impares consecutivos, entonces N no es
primo. [003090]

Ejercicio 332 Pequefio teorema de Fermat

Sea p € N primero. Demostrar que para 1 < k < p— 1, p divide C,’;. Deducir que Vn € Z, n” =n (mod p).
[003091]

Ejercicio 333 (p—1)(p—2)---(p—n)/n!

—1 —2)...(p—
Sea p € N* primero y n € N*, n < p. Demostrar que (p=1)(p ') (p=n) _ (—1)" es un entero divisible
n!

por p. [003092]

Ejercicio 334 n’ =n (mod42)

Demostrar que : Vn € Z, n’ =n (mod42). [003093]

Ejercicio 335 Potencias de 10 m6dulo 7

1. Verificar 10® = 1 (mod7).

10 ,
2. Demostrar que Z 101 =5 (mod7).
k=1
[003094]

Ejercicio 336 Potencias de 7

77

. L1 L. 77
¢Cudl es el tltimo digito de 77 ?
Solucidén V [003095]

Ejercicio 337 3* =2"+1

1. Sean x,y € N, y > 3. Demostrar por induccién en y que : 3* = 1 (mod2’) <= 272 | x.
2. Encontrar todos los pares de enteros x,y € N tales que 3* =27 4 1.

Solucidén V¥ [003096]

Ejercicio 338 Sucesiones recurrentes lineales

Demostrar que para todo n € N, 32"+1 4-2"+2 eg divisible por 7. [003097]

Ejercicio 339 Sucesiones recurrentes lineales

Determinar el resto de la divisién euclidiana de 2!%=7 4 35"=2 por 11.
Solucioén ¥ [003098]

Ejercicio 340 a = b (modn) = a" = b" (modn?)

Sean a,b € Z 'y n € N*. Demostrar que : a = b (modn) = a" = b" (modn?). [003099]
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Ejercicio 341 a® +b*>+c*>+1#0 (mod8)
Demostrar que : Va,b,c € Z, a> + b* +c> + 1 #Z 0 mod 8. [003100]

Ejercicio 342 Cubos consecutivos

Demostrar que la suma de tres cubos consecutivos siempre es divisible por 9. [003101]

Ejercicio 343 n?>+3n+5mod 121

Demostrar que : Vn € Z, n*> +3n+ 5 no es divisible por 121.
Solucién ¥ [003102]

Ejercicio 344 n € Z, n(2n+1)(7n+ 1) es divisible por 6

Demostrar que para todo entero n € Z, n(2n+ 1)(7n+ 1) es divisible por 6. [003103]

Ejercicio 345 2% 4 1 es divisible por 641

Demostrar sin calculatrice que 23 + 1 es divisible por 641. [003104]

Ejercicio 346 3.7 mod 10

Encontrar todos los pares (x,y) € N tales que 3*7” se termina por 1 en base 10.
Solucidén ¥ [003105]

Ejercicio 347 a°> = ...123456789
Sea a € N primo a 10.

1. Demostrar que a* =1 (mod 10).
2. Demostrar que para todo entero k € N, a**1% = 1 (mod 10%+1).
3. Deducir que existe un nimero x € N tal que x> se termina por 123456789 en base 10.

Solucidén V¥ [003106]

Ejercicio 348 mn(m%° —n®) es divisible por 56786730

Demostrar que para todos los enteros m y n, el nimero mn(m® —n®) es divisible por 56786730.
Solucidén ¥ [003107]

Ejercicio 349 ¢ |27 —1

Sean p, g primos relativos impares tales que g | 2” — 1. Demostrar que g = 1 (mod2p).
Solucion ¥ [003108]

Ejercicio 350 Divisibilidad por 7
Invalidar o justificar el siguiente criterio de divisibilidad por 7 encontrado en un viejo grimorio : Separa
en unidades y decenas y luego encontrar la diferencia entre el doble de las unidades y las decenas. Hazlo
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siempre que tengas decenas y obtengas cero o siete. Asi 364 se convierte en 28 luego 14 luego en fin 7.
[003109]

Ejercicio 351 ***%*

k es un entero impar. Demostrar por induccién que, para n > 1, la suma 1¥ +2% + ... 4+ n* es un entero

divisible por w [005115]

Ejercicio 352

n
Paran > 1, se establece H, = ) % Demostrar que, paran > 2, H, nunca es un entero (Indicacién : demostrar
k=1

por recurrencia que H,, es el cociente de un entero impar por un entero par distinguiendo los casos donde n
es par y n es impar).
Solucién ¥ [005116]

Ejercicio 353 ****

Demostrar que paran € N, E(%(;H—z—E(%))) = E(%)

Solucidén V¥ [005157]

15 103.02 Subgrupos de Z

Ejercicio 354

Demostrar que es equivalente en Z decir m divide n, o nZ C mZ. [000286]

Ejercicio 355

1. Demostrar que la interseccién de dos subgrupos de Z es un subgrupo de Z. Caracterizar el subgrupo
aZ N bZ. Caracterizar los siguientes subgrupos :

2ZN3%Z; SZNI13Z; 57ZnN257.

2. Demostrar que toda interseccién de subgrupos de Z es un subgrupo de Z. Caracterizar la interseccién
de una familia finita de subgrupos. Caracterizar los siguientes subgrupos :

17
(2'Z: 4ZN6ZNSZLNI9ZN 35L.
n=1

[000287]

Ejercicio 356

1. Determinar 27 U3Z. ;Es un subgrupo de Z?
28

2. Determinar : 7ZU49Z; 57Z.U45Z; |J 2"Z. ;Son estos conjuntos subgrupos de Z ?
n=1

3. Encontrar una condicién necesaria y suficiente para que una unién de dos subgrupos de Z sea un
subgrupo de Z.
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[000288]

Ejercicio 357

1. Sea A una parte no vacia de Z ; demostrar que la familia de subgrupos que contienen A no es vacio.
Sea H una parte que contiene A. Demostrar la equivalencia de las siguientes condiciones :

1) H es la interseccion de los subgrupos de Z que contienen A,

ii) H es el subgrupo mds pequefio de Z que contiene A,
iii) H es el conjunto de sumas finitas de elementos de A o elementos cuyo opuesto estd en A.
Si estas condiciones son verificadas se dice que H es el subgrupo generado por A.

2. Sean mZ y nZ dos subgrupos de Z.Demostrar que
mZ+nZ = {mu+nv|u,v € Z}

a) es un subgrupo de Z,

b) contiene mZ y nZ,

¢) estd contenido en todo subgrupo de Z que contiene mZ y nZ.
d) (SimZ+nZ = dZ, que se puede decir de d ?

3. Determinar los subgrupos generados por : 14Z U357 ; 4ZU8ZU6Z U6AZ; 27 U337 ; 47 U217,
52U25Z.U7Z; {70,4}.

[000289]

16 103.03 Mcd, mem, algoritmo de Euclides

Ejercicio 358

Calcular el mcd de los siguientes nimeros :
1. 126, 230.
2. 390, 720, 450.
3. 180, 606, 750.

Solucién ¥ Vidéo W [000290]

Ejercicio 359

1. Calcular el mcm de nimeros : 108 y 144; 128 y 230; 6, 16 y 50.

2. Demostrar que sia > 1y b > 1 son enteros de mcd d v, si se establece a = da’;b = db’, el mcm de
aybesddl.

3. Demostrar que si a, b, c son niimeros enteros mayores que 1, se tiene :

mcm(a,b,c) = mem(mem(a,b),c).
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http://www.youtube.com/watch?v=uMmuJ-TCa6U

[000291]

Ejercicio 360

Determinar los pares de enteros naturales de mcd 18 y de suma 360. Igualmente con mcd 18 y producto
64380.

Solucidén V¥ Vidéo W [000292]

Ejercicio 361

Si a,b,c,d son nimeros enteros mayores que 1, demostrar que se tiene :
(a,b,c,d) = ((a,b),(c,d))

donde (, ) denota el mcd. [000293]

Ejercicio 362

1. Sean a, b, c enteros relativos tales que (a,b) # (0,0), demostrar que para la ecuacién
ax+by=c

tenga una solucién (x,y) de nimeros enteros x e y, es necesario y suficiente que el med(a,b) divide
ac.

2. Resolver en enteros relativos las siguientes ecuaciones :

Tx—9y=1, Tx—9y=6, 1lx+17y=>5.

[000294]
Ejercicio 363
Sean a y b dos enteros tales que a > b > 1 y med(a,b) = 1.
1. Demostrar que mcd(a+b,a—b) =102,
2. Simcd(a,b) = 1, demostrar que mcd(a + b,ab) =1,
3. Simed(a,b) = 1, demostrar que med(a+b,a> +b*) =10 2.
[000295]

Ejercicio 364

Calcular por el algoritmo de Euclides : mcd(18480,9828). Deducir una escritura de 84 como combinacién
lineal de 18480 y 9828.

Solucion ¥ Vidéo W [000296]
Ejercicio 365
Determinar el mcd de 99099 y 43928. Determinar el mcd de 153527 y 245479. [000297]
Ejercicio 366
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http://www.youtube.com/watch?v=haNOPZqNwMY
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Determinar el conjunto de todos los pares (m,n) tales que
955m+183n=1.

Solucidén V¥ [000298]

Ejercicio 367

Calcular, precisando el método seguido,
a =mcd(720,252) b = mem(720,252)

asi como dos enteros u y v tales que 720u + 252v = a. [000299]

Ejercicio 368

Demostrar :
a/\(blbz) =1l (a/\b1 =lyaAby= 1),

luego por recurrencia :
al(by...by)=1<Vi=1,....n aNb;=1.

[000300]
Ejercicio 369
Demostrar para m,n € N* :
a"A\b"'=1=aNb=1.
[000301]
Ejercicio 370
Determinar dos nimeros naturales conociendo su suma, 1008, y su mcd, 24. [000302]
Ejercicio 371
Denotemosa=1111 111111y b =123 456 789.
1. Calcular el cociente y el resto de la divisién euclidiana de a por b.
2. Calcular p = mcd(a,b).
3. Determinar dos nimeros enteros u y v tales que al +bv = p.
Solucidén ¥ Vidéo W [000303]

Ejercicio 372

Sean m y n dos enteros (m > n > 0) y a > 2 un entero. Demostrar que el resto de la divisién euclidiana de
a™—1pora®—1esa —1,donde res el resto de la divisién euclidiana de m por n, y que el med de a” — 1

ya"—1esa’—1,donde d es el med de m y n. [000304]
Ejercicio 373

Resolver en Z : 1665x + 1035y = 45.

Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000305]
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Ejercicio 374

Demostrar que no existen enteros m y n tales que
m+n=101 y mcd(m,n)=23

[000306]

Ejercicio 375

Sea m y n dos enteros positivos.
1. Simed(m,4) =2y med(n,4) = 2, demostrar que med(m +n,4) = 4.
Demostrar que para cada entero n, 6 divide n® —n.
Demostrar que para cada entero n, 30 divide n° — n.
Demostrar que si m y n son enteros impares, m> +n? es par pero no divisible por 4.

Demostrar que el producto de cuatro enteros consecutivos es divisible por 24.

A

Demostrar que si med(a,b) = 1, entonces
— med(a+b,a—b) € {1,2},

— med(2a+b,a+2b) € {1,3},

— med(a® +b%,a+b) € {1,2},

— med(a+b,a* —3ab+b*) € {1,5}.

[000307]

Ejercicio 376

Encontrar un CNS para que ax+ b = 0 modn tenga una solucion. [000308]

Ejercicio 377

1. Calcular mcd(18,385) por el algoritmo de Euclides, deducir un par (ug,vo) € Z* solucién de la
ecuacion 18u +385v = 1, con (u,v) € Z>.

2. Proporcionar en fin el conjunto de soluciones enteras de

18u+385v=1; 18u+385v=3; 54u+1155v=3; 54u+1155v=>5.

[000309]

Ejercicio 378

Encontrar a y b enteros naturales tales que
1. a+b=2070y mcm(a,b) =9180;

2. a®+b*=5409y mem(a,b) = 360 (se puede empezar demostrando que med(a, b) divide med(5409,360)
y considerar luego diferentes casos).

[000310]

Ejercicio 379

80



Resolver en Z las ecuaciones : 35x = 7 mod 4; 22x =33 mod 5 [000311]

Ejercicio 380
Resolver en Z el sistema siguiente :
g JX= 4 mod 6
" | x=7mod 9.
Primero buscar una solucién particular. [000312]

Ejercicio 381

1. Resolver en Z las ecuaciones : x> =2mod 6; x> =3 mod9.

2. Resolver en Z? las siguientes ecuaciones : 5x” 4+2xy—3=0; y>+4xy—2=0.

[000313]
Ejercicio 382
Resolver en Z? las siguientes ecuaciones :
a)17x+6y=1 b) 27x+25y=1 c) 118x+35y =1 d) 39x+26y=1.
[000314]

Ejercicio 383
Demostrar que si a divide 42n 437 y 7n+4, para un valor de n dado, entonces a divide 13. ;Cudles son los
valores posibles para n? [000315]
Ejercicio 384

Encontrar med(—357,629) y encontrar nimeros enteros x e y tales que
mcd(—357,629) = —357x+ 629y.

[000316]

Ejercicio 385

Encontrar mcd(2183,6313) = d y encontrar niimeros enteros x e y tales que
d =2183x+ 6313y

[000317]

Ejercicio 386

Se supone que mcd(a,b) = d y que xq y yo son enteros tales que d = axg + byo. Demostrar que :
1. rncd(xo,yo) =1,

2. X0y Yo no son Unicos.
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[000318]

Ejercicio 387

Sean a, b, ¢ enteros.

1. Demostrar que mcd(ca,ch) = |c¢| med(a,b).

2. Demostrar que med(a?,b*) = (mcd(a, b))>.

3. Demostrar que si med(a,b) = 1y si ¢ divide a, entonces mcd(c,b) = 1.

4. Demostrar que med(a,bc) =1 <= mcd(a,b) = med(a,c) = 1.

5. Demostrar que si med(b,c) = 1, entonces mcd(a, bc) = med(a,b)med(a,c).

6. Demostrar que mecd(a,b) = med(a+ b,mem(a,b)).

[000319]

Ejercicio 388

Dividiendo un nimero por 8, un estudiante ha obtenido 4 por resto; dividiendo este mismo nimero por 12,
se obtiene 3 por resto. ;Qué sucede con esto ?

El calculista fuerte de la clase, que nunca se equivoca, ha dividido el afio por 29, ha encontrado 25 por resto;
ha dividido el mismo afio por 69, ha encontrado 7 por resto. ;En que afio esto pas6 ? [000320]

Ejercicio 389

Encontrar dos nimeros sabiendo que su suma es 581 y que el cociente del mcm por su med es 240.  [000321]

Ejercicio 390
Encontrar las soluciones enteras de la ecuacion :

102x — 18018y = 18.

(Cuantas soluciones hay tales que x e y estdn comprendidos entre 0 y 4000 ? [000322]
Ejercicio 391
El mcd de dos niimeros es 12; los cocientes sucesivos obtenidos en el cdlculo de este med por el algoritmo
de Euclides son 8, 2 y 7. Encontrar estas dos niimeros. [000323]
Ejercicio 392

Encontrar los pares de nimeros a y b, divisible por 3, verificando las siguientes propiedades : su mcm es
7560, y si aumentamos cada uno de estos nimeros en un tercio de su valor, el mcd de los dos nimeros

obtenidos es 84. [000324]
Ejercicio 393
Un terreno rectangular cuyas dimensiones en metros a y b son niimeros enteros, tiene por drea 3024 m?.
Calcular su perimetro sabiendo que el med de a y b es 6. ;Cudntas soluciones posibles hay ? [000325]
Ejercicio 394

82



1. En Z/nZ, escribir el conjunto de muiltiplos de %, clase de x, para x variando de 0 a n — 1 en cada uno
de los casos siguientes : Z/5Z, 7. /6Z, 7./ 8.
2. En Z/nZ, demostrar la equivalencia de las tres proposiciones :
1) X es invertible;
ii) xy n son primos entre si;
iii) X genera Z/nZ, es decir que el conjunto de multiplos de ¥ es Z/nZ.

3. (Laclase de 18 es invertible en Z /4977 Si es si, jcudl es su inversa? (Se puede usar el teorema de

Bézout).
[000326]
Ejercicio 395
Resolver en Z las siguientes ecuaciones :
1.91x — 65y = 156. 2. 135x — 54y = 63. 3.72x+ 35y =13. [000327]
Ejercicio 396
Resolver en N las siguientes ecuaciones :

1. 31x — 13y = 1. 2. 31x — 13y = —1. Aplicacion : En el borde de una
piscina llena de agua, se dispone de un tanque fijo de 31 litros equipados en su base de un grifo de desagiie,
y de un balde de 13 litros. Explicar cémo operar para obtener exactamente 1 litro en el balde. [000328]
Ejercicio 397
Resolver en N la ecuacién 77x + 105y = 2401. [000329]
Ejercicio 398

En un paifs llamado ASU, cuya unidad monetaria es el rallod, la banco nacional solo emite billetes de 95
rallods y monedas de 14 rallods.

1. Demostrar que es posible pagar cualquier suma entera (siempre que ambas partes tengan suficientes
monedas y billetes).

2. Se supone que se tiene que pagar una cantidad S, que se tiene una cantidad ilimitada de monedas y
billetes, pero el acreedor no puede dar cambio. Asi, es posible pagar si S = 14, perono si S = 13 o si
S =15... Demostrar que es siempre posible pagar si S es bastante grande. ;Cudl es el mayor valor
de S tal que es imposible pagar S ?

[000330]

Ejercicio 399
Encontrar todos los puntos de coordenadas enteros del plano de la ecuacién 6x+ 10y + 15z = 1997. ; Cudntas
soluciones hay en N3 ? [000331]
Ejercicio 400

4x—2y—z—5=0

1. Encontrar todos los puntos con coordenadas enteras de la recta de ecuaciones
x+3y—4z—-7=0

del espacio.
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x+3y—5z—-5=0

2. La misma pregunta para la recta { Ax—2y+z+13=0.

[000332]

Ejercicio 401

Resolver en N y en Z la ecuacion

[000333]

Ejercicio 402
Un gallo cuesta 5 monedas de plata, una gallina 3 monedas y un grupo de cuatro pollitos 1 moneda. Alguien
compra 100 aves de corral por 100 monedas ; ;cudntas compra de cada tipo ? [000334]
Ejercicio 403

Sean a y b dos enteros relativos. Se denota d su mcd. Construir las sucesiones a, y b,, n € N, con valores en
Z de la siguiente manera : ag = a, bo = b y para todo n € N, se establece a,,+1 = b, y b,+1 = r, donde r es
el resto de la divisioén euclidiana de a, por by,.

1. Demostrar que si d, es el med de a,, y b,,, entonces d,, es igualmente el med de a,, 1 y by+1.
2. Deducir de la pregunta anterior que d es el mcd de los nimeros a, y by, para todo n € N.

3. Demostrar que la sucesion b, es estrictamente decreciente. ;Qué se puede deducir ?
4

. Deducir de lo anterior que para todo par de enteros (a,b) existe un par de enteros relativos (u,v)

tales que :
d = al +bv.
[000335]

Ejercicio 404
Sean a,b,c € Z tales que a Ab = 1. Demostrar que a A (bc) = aAc. [003110]
Ejercicio 405 mcd(a+ b,mcm(a,b))
Sean a,b enteros, d = a Ab, m = a\/ b. Determinar (a+b) Am.
Solucion ¥ [003111]
Ejercicio 406 mcd((a—b)3,a® —b?)
Sean a,b € 7. Determinar (a — b)3> A (a® — b?).
Solucién ¥ [003112]
Ejercicio 407 mcd(n® +n,2n+1)
Sea n € N. Determinar (n* +n) A (2n+ 1).
Solucidén ¥ [003113]
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Ejercicio 408 mcd (151> 4 8n+6,30n% +21n+ 13)

Sea n € N. Determinar (152 4+ 8n+6) A (30n +21n+ 13).
Solucién ¥ [003114]

Ejercicio 409 mcd y mcm impuestos

Sean d,m € N*. Dar una condicién necesaria y suficiente en d y m, para que existaa,b € Z tales que aAb=d
y aV b = m. Resolver este problema para d = 50 y m = 600.
Solucién ¥ [003115]

Ejercicio 410 mcm(x,y)+ 11mced(x,y) =203

Encontrar los pares de enteros (x,y) € Z? tales que : x\Vy -+ 11(xAy) = 203.
Solucién ¥ [003116]

Ejercicio 411 x?> +y? = 85113, mem(x,y) = 1764

Resolver :

x*4y* = 85113
xVy=1764.

Solucidén V¥ [003117]

Ejercicio 412 mcm(x,y) =210 med(x,y), y—x = med(x,y)

xVy=210(xAy)

y—X=xA)y.
Solucidén Vv [003118]

Resolver :

Ejercicio 413 mcd(x,y) =x+y—1

ResolverenZ : x ANy =x+y— 1.
Solucidén V [003119]

Ejercicio 414 mcm(x,y) =x+y—1

Resolveren Z* : xVy=x+y—1.
Solucidén V [003120]

Ejercicio 415 mcd(x,y) = x —y, mem(x,y) = 300

XANy=x—Yy

xVy=300.
Solucidén V¥ [003121]

Resolver en N* : {

Ejercicio 416 mcd(a" —1,a" — 1)

Seana,mn e N*,a>2,yd = (a"—1)A(a"—1).
1. Sea n = gm+ r la division euclidiana de n por m. Demostrar que a" = " (moda™ — 1).
2. Deducir que d = (a’ — 1) A (a" — 1), luego d = a™"™ —1.
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3. (Bajo qué condicién a” — 1 divideaa” —1?

Solucidén V¥ [003122]

Ejercicio 417 mcd multiple

Seanay,...,a, e N"yb; = Haj. Demostrar que ay, . . . ,a, son dos a dos primos entre si siy solosi by,...,b,
) J#
son primos entre si en su conjunto. [003123]

Ejercicio 418 Ecuaciones de coeficientes enteros

Sean a, b, c tres enteros relativos. Se considera la ecuacion : ax + by = ¢, cuyas soluciones se buscan en Z?.
1. Dar una condicién necesaria y suficiente para que esta ecuacién admita una solucioén.

2. Sea (xp,yo) una solucién al problema de Bézout : axy + byy = d. Determinar todas las soluciones de
ax+by = cen funciénde a, b, ¢, d, xo y Yo.

3. Resolver en Z? : 2520x — 3960y = 6480.

Solucién Vv [003124]

Ejercicio 419 Ecuaciones de coeficientes enteros

Resolveren 7Z :
1. 95x+ 71y = 46. 2.20x— 53y =3. 3. 12x+ 15y +20z="17.

Solucidén V¥ [003125]

Ejercicio 420 Congruencias simultdneas

= db
1. Sean a,b,d',b’ € Z, con b Ab = 1. Demostrar que el sistema : x=a(modb) tiene soluciones
x=d (modbd’)
y que son congruentes entre si médulo bb'.
2. Generalizar.
[003126]
Ejercicio 421 Congruencias simultdneas
Resolver :
x=3 (mod4
x=2 (mod140) ( )
2. ¢ x= -2 (mod3)
= —3 (mod99).
x=7 (mod5).
Solucién ¥ [003127]

Ejercicio 422 Congruencias simultdneas

Una banda de 17 piratas tiene un botin consistente en N monedas de oro de igual valor. Deciden compartirlo
por igual y dar el resto al cocinero (no pirata). Este recibe 3 monedas. Pero estalla una pelea y 6 piratas son
asesinados. Todo el botin se reconstituye y se reparte entre los supervivientes como antes ; el cocinero recibe
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entonces 4 monedas. En un naufragio posterior, solo el botin, 6 piratas y el cocinero se salvan. El botin se
divide de nuevo de la misma manera y el cocinero recibe 5 monedas. ;Cudl es entonces la fortuna minimal
que puede esperar el cocinero cuando decide envenenar los piratas que quedan ?

Solucidén V [003128]

Ejercicio 423 Descomposicién con coeficientes positivos

Sean a,b € N* primos entre si. Demostrar que : Vx > ab, 3 u,v € N tales que al + bv = x. [003129]

17 103.04 Nameros primos, niimeros primos entre si

Ejercicio 424

Sean a, b enteros mayores o iguales que 1. Demostrar :
L (2—1)|(2%° —1);
2. 2P — 1 primero = p primero ;
3. med(29 — 1,20 — 1) = 2med(@b) _q,

Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [000336]
Ejercicio 425

Demostrar que, si @ y b son enteros primos entre si, lo mismo es cierto para los enteros a+ by ab.
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000337]
Ejercicio 426

Resolver la ecuacion 29x — 11y = 1 en Z. Se considera ahora la ecuacién 29x — 11y = 5. Deducir de lo
anterior una solucién particular de esta ecuacion, luego dar la solucién general. [000338]
Ejercicio 427

Sea p un ndmero primo.

1. Demostrar que Vi € N, 0 < i < p se tiene :
C;, es divisible por p.
2. Demostrar por induccién que :
V p primero,Va € N*, se tiene a” — a es divisible por p.

Indicacion V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000339]

Ejercicio 428

1. Sea (x,y,z) € N°. Demostrar que :

24y =72 e3(,y,7) eN?, 3neNtal que

2

med(X,y,Z) =1, ¥ +y*=7% x=ndyy=ny yz=nz.
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2. Sea (x,y,z) € N3 tales que x> +y? = z2. Se supone que mcd(x,y,z) = 1. Demostrar que x e y no son

de la misma paridad.

(a) Se supone x par y y impar. Se establece :
xX=2u,z—y=2v, 24+y="2w

con (u,v) € N*. Demostrar que v y w son primos entre si.

(b) Demostrar que x = 2mn, y = m> —n?, z = m?> +n?, con m y n enteros naturales de paridad
diferentes.
(c) Demostrar que si x = 2mn, y = m> —n*, z = m>+ n?, entonces
x? +y2 =2
[000340]
Ejercicio 429
1. Demostrar por induccién que Vn € N,Vk > 1 se tiene :
n+k n k] n+i
2= (27 1) < [T+ ).
i=0
2. Se define F, = 2>" 4 1. Demostrar que para m # n, F, y F;, son primos entre si.
3. Deducir que existe una infinidad de nlimeros primos.
Indicacidn V Solucién V Vidéo W [000341]
Ejercicio 430

Los nimeros a, b, ¢, d son elementos no nulos de Z, Decir si las siguientes propiedades son verdaderas o
falsas, justificando la respuesta.

1.

D AL o

—_ = =
D= O

Si a divide b y b divide c, entonces a divide c.

Si a divide b y ¢, entonces a divide 2b + 3c.

Si existe u y v enteros tales que al + bv = 4, entonces mcd(a,b) = 4.
Si 7a—9b = 1, entonces a y b son primos entre si.

Si a divide b y b divide ¢ y ¢ divide a, entonces |a| = |b|.

«ay b primos entre si »equivale a« mcm(a,b) = |ab| ».

Si a divide c y b divide d, entonces ab divide cd.

Si 9 divide ab y si 9 no divide a, entonces 9 divide b.

Si a divide b o a divide c, entonces a divide bc.

«a divide b » equivale a « mcm(a,b) = |b| ».

. Si a divide b, entonces a no es primo con b.

. Si ano es primo con b, entonces a divide b o b divide a.

[000342]

Ejercicio 431
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1. Sea p € Z un niimero primo. Demostrar que si a € Z no es congruente con 0 médulo p, entonces p
no divide a y entonces mcd(a, p) = 1.

2. Sea a € Z no congruente a 0 mddulo p, con p primo. Demostrar usando a) que existe u € Z no
congruente a 0 médulo p verificando al = 1]p]. (Se observa que esto da una inverso de @ médulo p).

3. Demostrar que si p no es primo, existen elementos a,u € Z no nulos médulo p tales que al = 0[p].

[000343]
Ejercicio 432
1. Demostrar que dos enteros consecutivos no nulos son siempre primos entre si.
2. Demostrar que para todo entero natural n, med((n+1)%,n+2) = 1.
[000344]

Ejercicio 433

Demostrar que para verificar que un entero p es primo, es suficiente verificar que no tiene divisores menores
o iguales que /p. [000345]

Ejercicio 434 Teorema de Wilson

Demostrar que todo ndmero primo p divide (p —1)! + 1. [000346]

Ejercicio 435

Demostrar que los siguientes nimeros no son primos :
1. n* —20n* +4, paran € N.
2. 3(n*+(n+2)3), paran > 2.
3. a*+4b* paraa,b > 2.

[000347]
Ejercicio 436
Sea X el conjunto de nimeros primos de la forma 4k + 3, con k € N.
1. Demostrar que X es no vacio.
2. Demostrar que el producto de nimeros de la forma 4k + 1 es asi de esta forma.
3. Se supone que X estd finito y se escribe entonces X = {py,...,p,}.
Seaa=4p1p;y...p, — 1. Demostrar por reduccién al absurdo que a admite un divisor primo de la
forma 4k + 3.
4. Demostrar que esto es imposible y por lo tanto, que X es infinito.
Solucidén ¥ Vidéo W [000348]

Ejercicio 437

Sea a € N tal que a" + 1 sea primo, demostrar que 3k € N,n = 2. ;Qué se puede decir de la conjetura :
Vn € N,2% 41 es primo?
Indicacion ¥ Solucién ¥ Vidéo M [000349]
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Ejercicio 438

Sea n un ndmero primo y p € {1,...,n— 1}, demostrar que n divide C},. [000350]

Ejercicio 439

Sean a y b dos enteros mayores que 2 primos entre si, demostrar que :

dNo e N,Vn > Ny,n e {ax—l—by|(x,y) € Nz}.

[000351]
Ejercicio 440 mcd x mcm
Sean a,b,c € N*. ;Cudndo se tiene que mcd(a,b,c) x mem(a,b,c) = abc?
Solucidén ¥ [003130]
Ejercicio 441 mcd x mcm
Seanay,...,a, e N*yb; = .I;él.aj. Demostrarque :  mcd(ay,...,a,) xmem(by,...,b,) =mem(ay,...,a,) X
JFl
med(by,...,b,) =[la;.
Solucidén ¥ [003131]

Ejercicio 442 ab es un cuadrado perfecto

Sean a,b € N* primos entre si tales que ab es un cuadrado perfecto. Demostrar que a y b son cuadrados
perfectos. [003132]

Ejercicio 443 a" = b
Sean a,b € N* y m,n primos entre si tales que @” = b™. Demostrar que existe ¢ € N* talquea =c" y b = "
[003133]

Ejercicio 444 Valoracién 2-ddica de 5% — 1

Demostrar que la potencia més grande de 2 dividiendo 5" — 1 es 212,
Solucién ¥ [003134]

Ejercicio 445 a" — 1 primero?

Se supone que a” — 1 es un nimero primo. Demostrar que r es primo, luego que a vale 2. ;Reciproco ?
Solucidén V [003135]

Ejercicio 446 Numeros de Mersenne

Se denota M, = 2" — 1 (n-ésima ndmero de Mersenne).
1. Demostrar que : M,, es primo =, n es primo.

2. Verificar que M1 no es primo.
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Solucidén V¥ [003136]

Ejercicio 447 a" + 1 es primo

Sean a,n € Ntalesquea >2,n > 1,y a" + 1 es primo. Demostrar que » es una potencia de 2. [003137]

Ejercicio 448 Numero de divisores de un entero

Para n € N*, se denota d,, el nimero de divisores positivos de n.
1. Demostrar que si n = ab, con a Ab =1, entonces d,, = d,d.
2. Demostrar que n es un cuadrado perfecto si y solo si d,, es impar.
3. Demostrar que : [[d = /n™".

dn
[003138]

Ejercicio 449 Numeros primos congruentes con 3 médulo 4
Demostrar que hay una infinidad de nimeros primos p tales que p = —1 (mod4). [003139]
Ejercicio 450 Numeros primos congruentes con 1 médulo 4
Se recuerda que si p es primo y nA p = 1, entonces n”~! = 1 (mod p).

1. Sean € Ny p > 3 un divisor primo de n* + 1. Demostrar que p = 1 (mod4).

2. Deducir que existen infinitos nimeros primos de la forma 4k + 1.
Solucion ¥ [003140]
Ejercicio 451 Intervalo sin nimeros primos
Encontrar 1000 enteros consecutivos no primos. [003141]
Ejercicio 452 Factorizacién de 1000!
(Cudl es la mayor potencia de 6 dividiendo 1000!?
Solucién V¥ [003142]

Ejercicio 453 1/2+1/3+---41/nno es entero

Sean € N, n > 2. Demostrar que x,, = 1+%+%+-~+% es de la forma : 212]"”, con p,,q, € N*y p, impar.
Solucidén V¥ [003143]

18 103.99 Otro

Ejercicio 454

Resolver en nimeros enteros naturales la ecuacion :
(x+1)(y+2) = 2xy.

[000352]
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Ejercicio 455

Demostrar que (0,0,0) es el dnico triplete (x,y,z) de nimeros naturales tales que se tiene :
K +y* =37

[000353]

Ejercicio 456

Determinar las soluciones de las ecuaciones :
x> —5x—11=0mod 17; cos((n*—8n+2)x/7) = 1.

[000354]

Ejercicio 457

Un grupo de N > 2 personas se retinen. Demostrar que al menos dos personas se han dado la misma cantidad
de manos. Se puede separar los dos casos siguientes : ya sea todo el mundo ha apretado al menos una mano,
ya sea existe alguno que no ha estrechado al menos una mano. [000355]

19 104.01 Forma cartesiana, forma polar

Ejercicio 458
Expresar en la forma a +ib (a,b € R) los nimeros :

346i (1+i\ 3+6i 2450 2-5i
3-4i° \2—i) "3-4" 1-i  1+4i°

Indicaciéon V¥ Solucidén ¥V Vidéo W [000001]

Ejercicio 459

Escribir los siguientes ntimeros complejos en la forma a +ib (a,b € R) :

542 (_1 .\/§>3, (1+i)°

1—2i 2Ty

[000002]

Ejercicio 460

Escribir bajo la forma a + ib los siguientes niimeros complejos :

1. Nimero de médulo 2 y de argumento 7/3.

2. Nimero de médulo 3 y de argumento —7/8.
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http://www.youtube.com/watch?v=g5vcj-DIa2M

Indicacidén V¥ Solucién Vv Vidéo N [000003]

Ejercicio 461

. o . _iZ
Colocar en el plano cartesiano, los siguientes puntos afijos : z; =i zp =1+i,23=—2+2i,z4=¢ '3.
[000004]

Ejercicio 462
Expresar cada uno de los siguientes nimeros complejos en la forma a+ib,a € Ry b € R.
-2 1 142i 2+5i+2—5i
1—iv/3 (14+2)(3—i)" 1-2i" 1—i 1+i’

[000005]
Ejercicio 463
1. Escribir los siguientes niimeros complejos en forma trigonométrica : z; =3+3i, 2o = —1 —V/3i, 73 =
4 . .
_§i’ 4= —2,75=¢ 4 &%?,
2. Calcular ( 1+£\/§)2000.
[000006]

Ejercicio 464
Efectuar los siguientes calculos :
1. (3+2i)(1-3i).
2. Producto del nimero complejo de médulo 2 y de argumento 7 /3 por el nimero complejo de médulos

3 y de argumento —57/6.

342i
31550

4. Cociente del nimero complejo de médulo 2 y de argumento 7 /3 por el nimero complejo de médulos
3 y de argumento —57/6.

Solucidén V [000007]

Ejercicio 465

Calcular el médulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos, asi como el de sus conjugados :
1 14i(1+V2).
2. V104+2V5+i(1—+/5).
tan@ —i

" tan@ +i
Solucidén V¥ [000008]

, donde @ es un dngulo dado.

Ejercicio 466

Representar en forma trigonométrica los nimeros :

1+iV3
1+ 1+ivV3; V3+i; :
V3—i
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http://www.youtube.com/watch?v=2kur52c78pA

[000009]

Ejercicio 467

Establecer las siguientes igualdades :
1. (cos(m/7) +isen(7t/7))(l_%f3)(l +i) = v/2(cos(57/84) +isen(57/84)),
2. (1—i)(cos(m/5) +isen(m/5))(v/3 —i) = 2v/2(cos(137m/60) — isen(137/60)),
3 ﬁ(cos(n/%)fisen(n/u)) \/32_,-_

—+1
Solucién Vv [000010]

Ejercicio 468

Calcular el médulo el argumento de u = 7\@ i\fz v = 1 —i. Deducir el médulo y el argumento de
w = % .

Indicacidén V¥ Solucién V Vidéo W [000011]

Ejercicio 469

Escribir en la forma parte real-parte imaginaria, luego bajo la forma mdédulo-argumento el nimero complejo :

<1+i—\@(1—i)>2.

14
[000012]

Ejercicio 470
Determinar el médulo y el argumento de los nimeros complejos :

eef“ y el 4 o260
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000013]
Ejercicio 471
Determinar el médulo y el argumento de % i’i Calcular ( % + ;:)32.
Solucién ¥ [000014]
Ejercicio 472
Calcular z = (1 +iv/3)?0%, [000015]
Ejercicio 473
Calcular (1+iv/3)’ +(1—iv3)’y (1 +iv3)% — (1 —iV/3). [000016]
Ejercicio 474

1

Calcular el médulo y el argumento de z = ———. [000017]

l+itana
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http://www.youtube.com/watch?v=XzALEyZLQYc
http://www.youtube.com/watch?v=-Kjd4SKjwEo

Ejercicio 475

Calcular las potencias n-ésimas de nimeros complejos :

C1+iV3 4 g, Ltitan®
[000018]
Ejercicio 476
¢ Cémo elegir el entero natural n, para que (v/3 + )" sea un real ? ;Un imaginario ? [000019]
Ejercicio 477

Sea z un nimero complejo de médulos p, de argumento 6, y sea Z su conjugado. Calcular (z+2)(z> +
72),...,(z"+7") en funciénde p y 6.
Indicacidén ¥ Solucién V¥ Vidéo B [000020]

Ejercicio 478 parcial de noviembre 88

Sean & y B dos niimeros reales. Expresar el nimero complejo z = e/* + e en forma trigonométrica z = pe’”

(Indicacioén : escribir u = @ 42' B , V= @ g B ). Deducir el valor de

Y. Cleoslpa+ (n—p)B.
p=0

Solucién Vv [000021]

Ejercicio 479

Escribir la expresion (1+ cos¢ +isen¢) en forma trigonométrica. Deducir la expresion de (1 + cos¢ +
isend)". [000022]
Ejercicio 480

Expresar en forma trigonométrica 1 +e®, donde 8 €] — 7, z[. Dar una interprétation geométrica.

Solucién ¥ [000023]
Ejercicio 481

Demostrar que si |z| < k < 1, entonces 1 —k < |1 +z| < 1 +k. Hacer un dibujo y demostrar que puede haber
igualdad. [000024]
Ejercicio 482

Demostrar algebraica y geométricamente que si z| = 1, entonces [1+z| > 10 [1+22| > 1. [000025]
Ejercicio 483
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http://www.youtube.com/watch?v=8nXKgqMsucU

Resolver la ecuacién exp(z) = /3 + 3i. [000026]

Ejercicio 484 Y z; +z;

1. Sean u,v € C. Demostrar que |u+v|+ |u—v| > |u| + |v], y determinar los casos de igualdad.

4 3 4
2. Sean 71,22,23,24 € C. Demostrar que ¥ |z|< Y ¥ |z +z4-

k=1 k=1¢=k+1
Solucion ¥ [002924]
Ejercicio 485
. z+abz—a—b
Sean a,b € U distintos y z € C. Se denota u = Q- Demostrar que u> € R.
a —_
Solucion ¥ [002927]
Ejercicio 486 **IT
Calcular de dos formas las raices cuadradas de 1+ i y deducir los valores exactos de cos (%) y sen ( %)
Solucidén ¥ [005119]
Ejercicio 487 **I
Determinar los complejos z tales que z, % y z— 1 tiene el mismo mdédulo.
Solucién ¥ [005127]
Ejercicio 488 **I
Se denota U el conjunto de niimeros complejos de médulo 1. Demostrar que :
1+ix
VzeC, (zeU\{-1} & 3IxeR/z= 17 ).
—ix
Solucion ¥ [005128]
Ejercicio 489 **IT
: Lt 14+cosf —isenf 14¢'
Forma trigonométrica de T cosO T isenf Y de R
Solucidén ¥ [005129]
Ejercicio 490 *T
Calcular (1+iv/3)°.
Solucion ¥ [005130]
Ejercicio 491
Resolver en C la ecuacién z2 +7z— 1 = 0.
Indicacion ¥ Solucién ¥ [007209]

Ejercicio 492
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Resolver en C la ecuacién 4z + 8|z| —3 = 0.

Indicacién V¥ Solucidén V¥ [007210]
Ejercicio 493
Resolver en C la ecuacién iz>2 —27+2—i=0. [007211]

Ejercicio 494 Partes reales e imaginarias

1. Sea z = a+ib un nimero complejo no nulo. Determinar la parte real y la parte imaginaria del inverso
de z.
2. Seat un nimero real y z = a4+ ib un nimero complejo. Determinar la parte real y la parte imaginaria
z—t
de 25+
3. Sea z un nimero complejo. Demostrar que z es real si 'y solo si z = z.

[007518]

Ejercicio 495 Modulos

1. Sea z y w dos nimeros complejos. Demostrar que
2+ wl* = [z +2Re(aw) + [w]?
2wl +z—wl? =2(J2* + [w])
|zt wl| <zl + |w|

NN

2. Demostrar que el conjunto C de nimeros complejos dotados de la distancia definida por
d(z,w):=|w—2z|

es un espacio métrico, es decir que para todo (x,y,z) € C,

(@) d(x,y) >

(b) d(x,y)=0

(©) d(yx) =d(x,
(%,2) <

= x=Yy
y)
d(x,y) +d(y,2).

(d) d(x,z

[007519]

Ejercicio 496 Argumentos

1. Sea 6 y 6’ dos ntimeros reales. Usando las formulas de adici6n para el cdlculo de cos(6 + 0') y
sen(0 + 0’), demostrar que

Qi(0+0") _ 40,0
2. Sea zy 7' dos nimeros complejos. Determinar arg(zz') en funcion de arg(z) y arg(Z).
3. Deducir la escritura polar de 7", luego sus partes real e imaginaria.
4. Determinar cos(50) en funcién de cos(6) y de sen(6).

[007520]
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20 104.02 Raiz cuadrada, ecuacion de segundo grado

Ejercicio 497

Calcular las raices cuadradas de 1, i, 3+4i, 8 —6i,y 7+ 24i.
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000027]

Ejercicio 498

Encontrar las raices cuadradas de 3 —4i y de 24 — 10i.
Solucidén ¥ [000028]

Ejercicio 499

1. Calcular las raices cuadradas de 121 Deducir los valores de cos(7/8) y sen(7/8).

V2
2. Calcular los valores de cos(m/12) y sen(m/12).

Indicacidén V¥ Solucién V¥ Vidéo W [000029]
Ejercicio 500
Demostrar que las soluciones de az> +bz+c =0, con a, b, c reales, son reales o conjugadas.
Solucidén V¥ [000030]
Ejercicio 501
Resolver en C las siguientes ecuaciones :
Z4z+1=0; 22— (14+2i)z+i—1=0; 2 —V3z—-i=0;
2= (5-14)z-2(5i+12)=0; 22— (3+4i)z—1+5i=0; 472-2z+1=0;
7410224169 = 0; #4222 +4=0.
Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo A [000031]
Ejercicio 502

Encontrar las raices complejas de la siguiente ecuacion :

x* —30x2 +289 = 0.

[000032]
Ejercicio 503
Para z € C\ {2}, se establece
27—
1@ = z—2i
1. Resolver la ecuacién z2 =i, z € C.
2. Resolver la ecuacion f(z) =z, z € C\ {2i}.
[000033]

Ejercicio 504

2
Se denota j = es.
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http://www.youtube.com/watch?v=BPzsFnvZypQ
http://www.youtube.com/watch?v=Q5kK2BZBffI
http://www.youtube.com/watch?v=TC-3del7GQAQ

1. Expresar jy j2 en forma algebraica. 3. Factorizar el polinomio z> — 8i.

2. Verificar que 1+ j + j> = 0.

[000034]
Ejercicio 505
1+iv3
1. Calcular las raices cuadradas de 1+, 7+ 244, i, 5+ 12i, i l\[.
V3+i
2. Resolver las siguientes ecuaciones :
@ 2+z+1=0 () 22— (3+4i)z—1+5i=0
b) Z2+z-2=0 ® F—(1-i)P—i=0
(c) 22— (5—14i)z—2(5i+12) =0 (&) & +423 +622+4z—-15=0.
(d) 22+4z+5=0
[000035]
Ejercicio 506
Resolver en C las siguientes ecuaciones :
1. 22— (11 =5i)z+24 —27i = 0. 2. 22 43z-2i=0.
Solucidén V [000036]
Ejercicio 507
Se considera en C la ecuacién (E) siguiente :
(E) Z—(1+a)(1+i)z+ (1+a*)i=0,

donde a es un pardmetro real.

1. Calcular en funcién de a € R las soluciones z; y z» de (E). (Indicacién : se puede determinar las

raices cuadradas complejas de —2i(1 —a)?).

2. Se designa por Z; (resp. Z») los puntos del plano complejo de afijos z; (resp. z2) y por M la mitad de

[Z1,7,]. Trazar la curva del plano complejo descrito por M, cuando a varia en R.

[000037]

Ejercicio 508

1. Para o € R, resolver en C la ecuacién z2 —2cos(a)z + 1 = 0. Deducir la forma trigonométrica de

las soluciones de la ecuacion :

72" —2cos(a)z" +1 = 0, donde n es un entero natural no nulo.
Py(z) = 2%" —2cos(o)7" + 1.
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(a) Justificar la siguiente factorizacién de Py :

Pa(2) = (22— 2cos (%) +1) <z2—2cos <Z+2:> + 1) <12—ZCOS <j+ 2(”;1)”> + 1> .

(b) Demostrar, usando nimeros complejos por ejemplo, la siguiente férmula :
0
1 —cos @ = 2sen’ (2> , BeR.

(c) Calcular Py(1). Deducir

sen’ (ﬁ) sen’ <g+£> . sen? < a n (n— 1)71') _ sen? (%)
2n

2n  n on n 4n—1

2. Para todo o perteneciendo a |0, ], y para todo entero natural n > 2, se establece :

H(a)_sen<g+£>sen g—{—z—n sen E_FM
" N 2n  2n 2n  n 2n n :

(a) Demostrar que, para todo & no nulo, se tiene :

2 () = sseiln(f//zzlj)'

(b) (Cual es el limite de H,(), cuando ¢ tiende a 0?

(c) Deducir que, para todo entero natural n superior o igual a 2, se tiene

n(Z)sen (25 n (0=07) 2

[000038]

Ejercicio 509 Posicion de las raices cuadradas

Sea z € Cy p,q sus raices cuadradas. ;En qué condicion z, p, g forman un tridngulo rectangulo en z?
Solucién ¥ [002945]

Ejercicio 510 Ecuaciones de segundo grado

Resolveren C : z* — (5 — 14i)z2 — 2(5i+12) = 0.
Solucidén ¥ [002946]

Ejercicio 511 Ensi P 91

Resolver en C : z* + 67> +9z> 4+ 100 = 0.
Solucién V¥ [002947]

Ejercicio 512

C6mo se debe elegir m € C, para que la ecuacion : z2 — (2 +im)z — (1 +im) = 0 admita dos raices imagi-
narias conjugadas ?
Solucién V [002948]

Ejercicio 513
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1. Sean u,v € C. Verificar que

2 2N\ 2
(2= pf2)’ = (’”*V‘ +lu—v] ) df

2

2. Sean «, 8 € C. Dar una CNS para que las raices de z2 4 oz + 8 = 0 tengan el mismo médulo.

Solucidén V¥ [002949]

Ejercicio 514 Medias geométricas y aritméticas

1. Sean u,v € C. Demostrar que |u+v[> + |u—v|* = 2|ul* 4+ 2[v|*.

2. Seana,BeC,m= a—é—ﬁ y U unaraiz cuadrada de o. Demostrar que ||+ |B| = [m+u|+|m—u|.

Solucidén V [002950]

Ejercicio 515 **T

Resolver en C las siguientes ecuaciones :

. 2424+41=0 4, 22— (6+i)z+ (11+13i) =
2. 22 42z+1=0 5. 222 — (7T+43i)z+ (2 +4i)
3. 72—2zcos 0+ 1 =0, 6 real dado.

0
0.

Solucidén V¥ [005120]

Ejercicio 516 **T

Resolver en C la ecuacion z* — (5 — 14i)z2 —2(5i 4 12) = 0.
Solucién ¥ [005125]

Ejercicio 517

Resolver en C la ecuacion
i?— (14+0)z%+ (1 -2i)z+6+8i =0,

sabiendo que tiene una solucién real. [007212]

Ejercicio 518

Sea a € C. Resolver en C la ecuacion
Z—2(1—i)z+a*—2i=0.

(Para qué valores de a esta ecuacion tiene al menos una raiz real ? [007213]
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21 104.03 Raiz n-ésima

Ejercicio 519

1. ¢Para qué valores de z € C se tiene |1 +iz| = |1 —iz|.
l—i—iz)" _l+ia

Se considera en C la ecuacién ( —, donde a € R. Demostrar, sin calcularlos, que las

1—iz) 1—ia
soluciones de esta ecuacién son reales. Encontrar luego las soluciones. Calcular las raices ctbicas de
V3+i
V3-—i
[000039]
Ejercicio 520

Para todo nimero complejo Z, se establece P(Z) = Z* — 1.
1. Factorizar P(Z) y deducir las soluciones en C de la ecuacién P(Z) = 0.

2. Deducir de 1. las soluciones de la ecuacién de incégnita z :

(2z41)/(z—1)*=1.

[000040]
Ejercicio 521
Resolver en C la siguiente ecuacién :  z* = (1—i)/ (1+iV/3). [000041]
Ejercicio 522

Resolver en C la ecuacién z°> = %(—1 + i) y demostrar que solo una de sus soluciones tiene una cuarta
potencia real.

Solucion ¥ [000042]
Ejercicio 523
Encontrar las raices ctbicas de 2 —2i y de 11+ 2i.
Solucidén V Vidéo M [000043]
Ejercicio 524

1+iv3
Calcular N 7 algebraicamente, luego trigonométricamente. Deducir cos {5, sen y5, tan {5, tan 7.

2

Resolver en C la ecuacién z2* = 1.
Solucidén V [000044]
Ejercicio 525

Encontrar las raices cuartas de 81 y de —81.
Solucidén ¥ [000045]
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http://www.youtube.com/watch?v=6B7bztuiRh8

Ejercicio 526

1. Demostrar que, para todo n € N* y todo niimero z € C, se tiene :
=D (1+z+2 4+ ="~ 1,
y deducir que, si z # 1, se tiene :

7'—1

Itz+2+ 42" = :
z—1

2. Verificar que para todo x € R, se tiene exp(ix) — 1 = 2iexp (%) sen (%) .
3. Sean € N*, Calcular para todo x € R la suma :
Z, = 1 +exp(ix) +exp(2ix) + - - +exp((n — 1)ix),
y deducir los valores de

X, = 1+cos(x)+cos(2x) +---+cos((n—1)x)
Y, =sen(x) +sen(2x) +---+sen((n—1)x).

Solucidén V [000046]
Ejercicio 527
Calcularlasuma S, =1 +z+2>+---+ 7"
Indicacion V¥ Solucién ¥ Vidéo W [000047]
Ejercicio 528

1. Resolver z°> = 1y demostrar que las raices se escriben 1, j, j%. Calcular 1+ j+ j> y deducir las raices

de 14+z4+2*=0.
2. Resolver 7" = 1 y demostrar que las raices se escriben 1,¢,...,€" . Deducir las raices de 1 +z+

24+ 7""1 =0. Calcular, para p € N, 1 + &P + €% + ... 4= 1)p,

Solucidn V¥ Vidéo W [000048]

Ejercicio 529

Resolver en C :

. 2=1. 3
2.2 =1—i. 4. P =7

[000049]

Ejercicio 530

1. Calcular las raices n-ésimas de —i y de 1 +1i.

2. Resolverz2—z+1—i=0.
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http://www.youtube.com/watch?v=MJT-lI-lt-M
http://www.youtube.com/watch?v=b63m6T3TlsY

3. Deducir las raices de 72" — 7" +1—i=0.

[000050]
Ejercicio 531
Sea € una raiz n-€sima de la unidad ; calcular
S=1+2e+3e*+ - +ne" ",
[000051]
Ejercicio 532
Resolver, en C, la ecuacion (z+1)" = (z—1)". [000052]
Ejercicio 533
Resolver, en C, la ecuacién 7" =7, donde n > 1. [000053]
Ejercicio 534
Resolver las siguientes ecuaciones :
Z6:1+i\/§_ 4 1-i
1-iv/3 1+iV3
[000054]
Ejercicio 535
Resolver z° +27 = 0. (z € C) [000055]
Ejercicio 536

1. Sean z1, 72, z3 tres ndmeros complejos distintos teniendo el mismo cubo. Expresar z, y z3 en funcién
de z;.

2. Dar, en forma polar, las soluciones en C de :
S+ (7-i)F—-8-8i=0.

(Indicacién : Poner Z = z3; calcular (9 +i)?)

Solucidén V¥ Vidéo M [000056]
Ejercicio 537
Resolver en C la ecuacién 27(z — 1)% 4 (z+1)¢ = 0. [000057]
Ejercicio 538
Determinar las raices cuartas de —7 — 24i. [000058]
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http://www.youtube.com/watch?v=sVzO_9JjHTM

Ejercicio 539

Sea B € C tal que B” = 1y B # 1. Demostrar

2 3
BB B,
1+pB2 1+p* 14
[000059]
Ejercicio 540 Raices de la unidad
Resolver :
. n .
2 (1) == 1—ix 1 —itana
. \Z =27 = 1.
P 6. x=x""!
3.7 -2+ —z+1=0. , 21\2 1 3_0
4. 1422+22 4422 142" =0. A7) T\i) T
Solucién ¥ [002939]
Ejercicio 541 Sumas de las raices de la unidad
Sea w = exp 217” Calcular :
n—1 n—1n—1
LY (1+)" 2. ¥ Y ciott.
k=0 k=0 =k
Solucién ¥ [002940]

Ejercicio 542 Suma de potencias p-ésimas de las raices de la unidad

Sean n, p € N* y U, el grupo de raices n-ésima de 1.
1. Calcular Z xP.

x€U,

2. Sea P un polinomio con coeficientes complejos de grado menor oigualan— 1y M = max{|P(x)|, x €
U, }. Demostrar que todos los coeficientes de P estan acotados por M.

Solucidén V¥ [002941]

Ejercicio 543 ¥ oX

n—1
Seann € N*, o = e?™/"y 7 = Z o* . Se pide calcular |Z|?. Paraeso ...
k=0
1. Escribir |Z|> como una suma doble.
2. Agrupar los términos en diagonal teniendo en cuenta la periodicidad de la funcién k — o*.

3. Terminar el calculo.
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Solucidén V¥ [002942]

Ejercicio 544 ¢27/7

Seaz:epr% yu=z+zZ2+v=2>4+2+28.

1. Calcular u+vy u?.

2. Deducir sen 27” + sen 47” + sen 87”

Solucidén V [002943]

Ejercicio 545 Cilculo del producto

n

. . p
Simplificar x = —_
,1;12 p+1

Solucion ¥ [002944]

utilizando 1, j, j>.

Ejercicio 546 ***

l1—iz) 1—itano’
Solucidén V¥ [005122]

1+iz\° 1+itana
Sea(xe]—%,%[dado. Resolveren(Claecuacic’)n< +zz> _ titan

Ejercicio 547 **

Resolver en C la ecuacién (z241)" — (z—1)>* = 0.
Solucién V¥ [005126]

Ejercicio 548 **T

. . —4

Determinar las raices cuartas de i y las raices sextas de ———.

14+iV3

Solucién ¥ [005131]

Ejercicio 549 **I
Se considera la ecuacién (E) : (z—1)" —(z+1)" =0, donde n es un entero natural mayor o igual que 2
dado.

1. Demostrar que las soluciones de (E) son imaginarios puros.

2. Demostrar que las soluciones de (E) son dos a dos opuestas.
3. Resolver (E).

Solucidén V¥ [005135]

Ejercicio 550 ***]

n n n
Calcular a, = k]l sen k#, b, = kI:II cos(a+ k#) ycen= k[[} tan(a + l%r) eliminando todos los casos especiales
relativos a a.

Solucidén V [005313]

Ejercicio 551 Raices

106



1. Determinar las raices cuadradas y las raices cubicas de i.
2. Determinar las raices cubicas de 1.
3. Determinar las raices cuadradas de v/3 + 3i.

4. Resolver las ecuaciones 7> +2z —2+4i=0y® — 72+ 1=0.

[007521]
22  104.04 Geometria
Ejercicio 552
Determinar el conjunto de nimeros complejos z tales que :
1 z—3 - 2 z—3 — @
Clz=5] 7 " |z-5 2
Indicacion V¥ Solucidon V¥ Vidéo M [000060]
Ejercicio 553

1. Resolver en C la ecuacion (1) : (z—2)/(z— 1) = i. Dar la solucién en forma algebraica.

2. Sea M, A,y B los respectivos puntos de fijacion z, 1,2. Se supone que M # A 'y que M # B. Interpretar
geométricamente el médulo y un argumento de (z—2)/(z— 1) y encontrar la solucién de la ecuacion

(D.

[000061]

Ejercicio 554

Plan P se refiere a un sistema de referencia ortonormado e identificado con el conjunto C de nimeros
complejos por

M(x,y) = x+iy =1z,

donde z es llamado el afijo de M. Sea f : P — P que a todo punto M de afijo z asociada M’ de afijo 7 = Z—:
Z+i
1. ¢En qué subconjunto de P, f estd definida ?
2. Calcular ||, para z afijo de un punto M ubicado en el semi-plano abierto
H:={M(x,y)eP|y>0.}
3. Deducir la imagen por f de H.
[000062]

Ejercicio 555

El plano P se refiere a un sistema de referencia ortonormado y se identifica P al conjunto de los niimeros
complejos C por
donde z es llamado el afijo de M. Sea g : P — P que a todo punto M de afijo z # —1 asociada g(M) de afijo

r_1—z
SIS
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1. Calcular 7/ + 7, para |z] = 1.

2. Deducir la imagen del circulo de radio 1 de centro O privado del punto de coordenadas (—1,0) por
la aplicacion g.

[000063]
Ejercicio 556
Sea C la curva de ecuacién x> —xy +y> = 0 en el plano P referido a un marco ortonormado.
1. La curva C jtiene puntos de interseccion con el rectdngulo abierto R cuyos vértices son :
A=(-3,2) B=(4,2) C=(4,—-1) D=(-3,-1).
2. La misma pregunta para el rectangulo cerrado R’ de vértices :
A'=(-1,4) B=(2,4) C=(2,1) D =(-1,1).
[000064]

Ejercicio 557

Z
Z

. . . . -3 .
Determinar por célculo y geométricamente los nimeros complejos z tales que ‘ 5 ‘ = 1. Generalizar para

’Z—a

=1.
z—Db
Solucidén V¥ [000065]

Ejercicio 558

z—3
z—5

Determinar por el célculo y geométricamente los nimeros complejos z tales que ’ ’ =kk>0,k#1).

. Z—a
Generalizar para ‘ b ‘ =k.
7—
Solucién V [000066]

Ejercicio 559

1. Sea A, B, C tres puntos del plano complejo cuyos afijos son respectivamente a, b, c. Se supone
que a + jb+ j*c = 0; demostrar que ABC es un triangulo equildtero (j y j> son las raices ciibicas

complejas de 1 — mds precisamente j = *1%"\5). (Qué sucede con el reciproco ?

2. ABC es un tridngulo equildtero directo del plano complejo, se construyen los tridngulos equilateros
directos BOD y OCE, lo que determinan los puntos Dy E (O es el origen del plano complejo). ;Cudl
es la naturaleza de cuadrildtero ADOE ? Comparar los tridngulos OBC, DBA 'y EAC.

Solucidén V¥ [000067]

Ejercicio 560

Sea H una hipérbola equilatera de centro O, y M un punto de H. Demostrar que el circulo de centro M
que pasa por la simétrica de M, con respecto a O interseca H en tres puntos que son los vértices de un
tridngulo equildtero. Indicaciones : Escogiendo un sistema de referencia adecuado, H tiene una ecuacion
del tipo xy = 1, en otras palabras, identificando el plano de H en un plano complejo, z> — 7> = 4i. Denotando
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a el afijo de M, el circulo tiene por ecuacién |z — a|> = 4aa. Se define Z =z —a y se elimina Z entre las
ecuaciones del circulo y la hipérbola. Dividiendo por Z + 2a, para eliminar la ya conocida solucién de la

simétrica de M, se obtiene una ecuacién del tipo Z3 — A = 0. [000068]
Ejercicio 561
Demostrar que para u,v € C, se tiene |u+v|* 4 |u—v|*> = 2(|u|* 4 |v|?). Dar una interprétation geométrica.
Indicacién V Solucién V Vidéo W [000069]
Ejercicio 562

Sean z,7 € C tales que Arg(z) — Arg(Z) = %

1. Demostrar que zz +z7 = 0.
2. Demostrar que |z +7/|> = |z —Z|* = |z|*> + |Z|*.

[000070]

Ejercicio 563

1. Determinar el conjunto de puntos M del plano complejo, de afijo z tales que : Z(z — 1) = z2(z— 1).

2. Determinar el conjunto de puntos M del plano complejo, de afijo z tales que las imdgenes de 1, z,
1 + 2% estan alineadas.

[000071]

Ejercicio 564
Seas=(1—z)(1—iz).

1. Determinar el conjunto de imédgenes de los nimeros complejos z tal que s sea real.

2. Determinar el conjunto de imagenes de los nimeros complejos z tal que s sea imaginario puro.

[000072]

Ejercicio 565

1. Sea A un punto del plano de afijo @ = a + ib. Determinar el conjunto de puntos M del plano cuyo
afijo z verifica |z]> = az + az.

2. (Qué condiciones deben comprobar los puntos M| y M, de afijos z; y 2o, para que % sea real ?

3. Determinar los nimeros complejos z tales que los puntos del plano complejo de afijos z, iz, i forman
un tridngulo equilétero.

4. Sea z = a+ib, escribir la expresion ?_T_—% bajo forma A + iB, . Determinar el conjunto de puntos del

plano complejo de afijos z tal que el argumento de % sea 7.

[000073]

Ejercicio 566

Determinar los nimeros complejos z tales que el tridngulo que tiene como vértices los puntos de los afijos
z,7%,7° sea rectangulo en el punto de afijo z. [000074]
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Ejercicio 567

Determinar los nimeros complejos z € C* tales que los puntos de afijos z,% y (1 —z) estan en un mismo
circulo de centro O. [000075]

Ejercicio 568
Resolver en C el sistema :

lz—1]<1, |z+1]< 1.

[000076]

Ejercicio 569

Sea (Ag,A1,A3,A3,A4) un pentdgono regular. Se denota O su centro y se elige un marco ortonormado

(0,7,7), con @ = OAy, lo que nos permite identificar el plano con el conjunto de los nimeros com-
plejos C.

A\

\'4

e

(S

1. Dar afijos ay, ..., @, de puntos Ay, ...,As. Demostrar que @y = %, para k € {0,1,2,3,4}. Demos-
trar que 1 + @ + @? + ©; + o} = 0.

2. Inferir que cos(zT”) es una de las soluciones de la ecuacién 4z> + 2z — 1 = 0. Deducir el valor de
cos(z?”).

3. Se considera el punto B de afijo —1. Calcular la longitud BA; en funcién de sen 1%, luego de /5 (se
observa que sen {; = cos ZT”).

4. Se considera el punto / de afijo % el circulo ¥ de centro I radio % y finalmente el punto J de
interseccion de €, con la semi-recta [BI). Calcular la longitud BI, luego la longitud BJ.

5. Aplicacion : Dibujar un pentdgono regular con regla y compds. Explicar.

Solucién Vv Vidéo A [000077]
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Ejercicio 570 Ecuaciones afines

1. Demostrar que toda recta del plano admite por ecuacién compleja : az+az = b, cona € C* b € R.

2. Sean a,b,c € C, a,b no ambos nulos. Discutir la naturaleza de E = {z € C tal que az+ bz = c}.

Solucidén V¥ [002925]

Ejercicio 571 Transformacién homografica

Sea f: C\{i} — C\ {1}z £E!
1. Demostrar que f es biyectiva.

2. Determinar £(R), f(U\ {i}), f(iR\ {i}).

Solucidén V¥ [002926]

Ejercicio 572 Triangulo equilatero

Sean a,b, c € C distintos. Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes :

1. {a,b,c} es un tridngulo equildtero. 3. @®+b*+c* =ab+ac+be.
2. jo j>esraizde az> +bz+c=0. 4, alb+blc+clazo'

[002928]

Ejercicio 573 vértices de un cuadrado

Sean a,b,c,d € C tales que
a+ib=c+id
at+c=b+d.

¢ Qué se puede decir sobre los puntos de afijo a, b, c,d ? Deducir que existe z € C tal que (z—a)* = (z—b)* =
(z—c)*=(z—d)*.
Solucién ¥ [002929]

Ejercicio 574 Configuracién de puntos

Determinar los niimeros z € C tales que ...

1. z,2%,7* estan alineados. 3. z, %, —i estan alineados.

2. 1,z,7% forman un tridngulo rectdngulo.

Solucidén Vv [002930]

Ejercicio 575 a+b+c=1

a+b+c=1

abc =1.
Solucidén V¥ [002931]

Encontrar a,b,c € U tales que {

111



Ejercicio 576 u+v+w=20

Sean u,v,w tres complejos unitarios tales que u +v+w = 0. Demostrar que u = jv = jw o u = jw = jv.
[002932]

Ejercicio 577 z+1/z=2

Encontrar los complejos z € C* tales que ’z + ‘ =2.
Solucién ¥ [002933]

Ejercicio 578 Simétrico con respecto a una recta

Los puntos A, B, M tienen como afijos a, b, z, calcular el afijo de la simétrica M’ de M, con respecto a la recta
(AB).
Solucién V [002934]

Ejercicio 579 Ortocentro

Sean a,b,c,d € C dos a dos distintos. Demostrar que si dos de los cocientes g:?, ‘Cl:g, Z:IS

narios puros, entonces también el tercero.

son imagi-

Solucidén V¥ [002935]

Ejercicio 580 Semejanzas en un tridngulo

Se da un tridngulo ABC, un real positivo k y una dngulo 6. Se denota Sy la similitud directa de centro M,
de razén k y de angulo 6. Sea C; deducido de C por Sy, B, deducido de B por S¢, A; deducido de A por Sp.
Demostrar que los dos tridngulos ABC y A1B1C; tienen el mismo centro de gravedad. [002936]

Ejercicio 581 Centro del circulo circunscrito

Sean a,b,c € C, afijos de puntos A, B,C no alineado. Calcular el afijo del centro del circulo circunscrito a
ABC en funcién de a, b, c.
Solucién ¥ [002937]

Ejercicio 582 Esfera de R?

Sean u,v € C tales que u+v # 0. Se escribe x = 1M‘:_’4vv,y: ilu__i_’ﬁ,v,zz Ty

1. (Cudles la CNS en u y v, para que x,y, z sean reales ?

2. Se supone que esta condicién se cumple. Demostrar que el punto M(x,y,z) en el espacio pertenece a
la esfera del centro O y de radio 1.

3. ;Tenemos asi todos los puntos de esta esfera ?

Solucidén V¥ [002938]

Ejercicio 583 **IT Una construccién del pentdgono regular con regla y compas

1. Se define z = e**/°, luego a = z+7z* y b = 72 + 7°. Determinar una ecuacién cuadrética cuyas

soluciones sean a y b y deducir los valores exactos de cos (2?”) , sen (2?”) cos (%) sen (4%)

cos (%) ysen(%).
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2. El circulo de centro Q de afijo —% pasando por el punto M de afijo i interseca (Ox) en dos puntos
1y J. Demostrar que OI +OJ = OI - OJ = —1 y deducir una construccién con regla y compds, del
pentdgono regular inscrito en el circulo central O y de radio 1, donde uno de los vértices es el punto
de afijo 1.

3. La diagonal [AC| de un pentdgono regular (ABCDE) es cortada por otras dos diagonales en dos

puntos F' y G. Calcular los cocientes ’g—g y %

Solucidén V¥ [005121]

Ejercicio 584 ****

1. Sea (ABC) un tridngulo cuyas longitudes de los lados BC, CA y AB se denotan respectivamente a, b y
c. Sea [ el centro del circulo inscrito en el tridngulo (ABC). Demostrar que [ = bar{A(a),B(b),C(c)}.

2. Determinar z complejo tal que O sea el centro del circulo inscrito en el tridngulo (PQR) cuyos
vértices tienen por afijos respectivos z, 22 y z°.

Solucidén V [005123]

Ejercicio 585 ***]

Sean A, By C tres puntos del plano, dos a dos distintos, de afijos respectivos a, b y c. Demostrar que :

ABC equilitero < j o j* es la raiz de la ecuacién az’ +bz+c =0

1 1
S d?+b*+c=ab+ac+bc s + + =0.
b—c c¢c—a a—b>b

Solucidén V¥ [005124]

Ejercicio 586 **T

Para z € C\ {1}, se establece Z = 1—1’; Determinar y construir el conjunto de puntos M de afijos z tales
que

1. |Z]=1. 3. Z€R.
2. |Z|=2. 4. Z €iR.
Solucidén V¥ [005133]

Ejercicio 587 *T
Naturaleza y elementos caracteristicos de la transformacion de expresion compleja :

1. 7 =z+3—i 3. 7/ =iz+1
2. 7 =2z+3 4. 7 =(1—i)z+2+i
Solucidén V¥ [005134]

Ejercicio 588 Teoremas de Thébault y de Van Aubel

Sea ABCD un cuadriltero convexo directo. Se construyen cuatro cuadrados que descansan en el exterior en
los lados [AB], [BC], [CD] y [DA]. Los respectivos centros de estos cuadrados se denotan P, O, Ry S.
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1. Demostrar que en el cuadrado construido sobre [AB], se tiene p = al__if’ . Demostrar relaciones ana-

logas para los otros cuadrados.

2. Demostrar el teorema de Van Aubel : PORS es un pseudo-cuadrado, es decir sus diagonales tienen
la misma longitud y se cortan en dngulo recto. Por esto, calcular i:g

3. (Teorema de Thébault) En el caso particular en que ABCD es un paralelogramo, demostrar que PORS
es un cuadrado.

Solucidén V¥ [007004]

Ejercicio 589 Punto de Vecten

Sea ABC un tridngulo recto. Se construyen tres cuadrados que descansan en el exterior en los lados [AB],
[BC] y [CA]. Los respectivos centros de estos cuadrados se denotan P, Q y R. El objetivo es demostrar que
(AQ), (BR) y (CP) son concurrentes. El punto de interseccion se llama punto de Vecten del tridangulo.
1. Demostrar que en el cuadrado construido sobre [AB], se tiene p = al—_ifa . Demostrar relaciones ana-
logas para los otros cuadrados.

2. Demostrar que ABC y PQOR tienen el mismo centro de gravedad.
3. Demostrar que (AQ) y (PR) son perpendiculares. Concluir.

Solucidén V¥ [007005]

Ejercicio 590 Teorema de Napoléon

Sea ABC un tridngulo recto. Sean P,Q, R tales que CBP, ACQ y BAR son tridngulos equilateros directos.
Se denotan U,V,W los respectivos centros de gravedad de estos tres tridngulos equilateros. Demostrar que
UVW es equilétero, con el mismo centro de gravedad que ABC, usando la caracterizacién de tridngulos
equilateros.

Solucién ¥ [007006]

Ejercicio 591 Teorema de Ptolomeo

Se admite el resultado siguiente :
Cuatro puntos distintos de afijos a,b,c,d son cociclicos o alineados (resp. cociclicos o alineados en ese

orden) si y solo si su bicociente
(a—c)(b—d)

[a,b,c,d] = m

es un real (resp. real positivo).
El propésito del ejercicio es demostrar el teorema de Ptolomeo en su siguiente version :
Teorema (Ptolomeo) Sean A, B, C, D cuatro puntos del plano no alineados. Entonces se tiene

AC-BD < AB-CD+AD-BC,

con igualdad si 'y solo si A,B,C,D son cociclicos en este orden.

1. (Calentamiento) Demostrar que para todo x,y,z € C,
x|y =zl < [yl -l —x| + 2] - [x — ).

2. Demostrar el teorema si dos de los puntos son iguales.

3. En lo que sigue se supone los puntos distintos dos a dos. Usando los afijos a, b, c,d de los puntos,
probar la desigualdad.
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4. Estudiar el caso de la igualdad y concluir.

Solucidén V¥ [007007]

Ejercicio 592 Teorema de los cuatro circulos de Miquel

Se admite el resultado siguiente :
Cuatro puntos distintos de afijos a,b,c,d son cociclicos o alineados si 'y solo si su bicociente

[a,b,c,d] = (

es real.

Sean %1,%,,%3 y 64 cuatro circulos del plano que satisfacen la siguiente condicién :

%) corta 6, en dos puntos distintos z; y wy, que corta €3 en dos puntos distintos z y wa, que corta 64 en
dos puntos distintos z3 y w3, que corta %] en dos puntos distintos z4 y w4. Se supone que los ocho puntos
arriba son todos distintos.

1. Demostrar que

[z1,w2,22,w1] - [23, W4, 24, W3]
[227W3,Z3,W2] ) [247W1 ;ZI;W4]

= [21,23,22,24] - [W1, W3, W2, wy].

2. Deducir que si Zy,Z;,7Z3,Z4 son alineados o cociclicos, entonces lo mismo es cierto para Wi, W,, W3, Wy.

[007008]
Ejercicio 593
Determinar una ecuacién compleja de la recta :
1. conteniendo los puntos de afijoiy 1+ 2i;
2. conteniendo el punto de afijo 1 4-i y de vector normal de afijo 2 +i;
3. conteniendo el punto de afijo 1 4 iy de vector director de afijo 2 +1.
[007009]

Ejercicio 594

Sean A y B dos puntos distintos de afijos a y b, y 8 € R. Determinar el conjunto de puntos M de afijo z tales
que

S

Arg

7—
7—
Solucidén V¥ [007010]

= 0[n].

Q

Ejercicio 595

Determinar los elementos caracteristicos de las transformaciones representadas por :

1oz (1—i)z41i; 3. 2z 2iz+3;
2. z=iz+1—1; 4., z— 7+ 1.
Solucidén Vv [007145]
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Ejercicio 596

Escribir en coordenadas complejas :
1. larotacién de dngulo 7 /4 y de centro de afijo 2+ 3i;
2. lareflexion de eje de ecuacién y = 2x + 1.

Solucidn V¥ [007146]

Ejercicio 597

Escribir en coordenadas complejas las dos similitudes (directa e indirecta) enviando puntos de afijos 2y 3 a
los de afijos i y 3i y encontrar sus elementos caracteristicos.
Indicacién V Solucidén ¥ [007147]

Ejercicio 598

Seaa € C*,y sea f la similitud directa del plano representado por z — a’z +a — 1. Determinar el conjunto
de los pardmetros a, para los cuales f es :

1. una traslacién;
2. una homotecia de la razén —4 ;
3. una rotacién de dngulo /2.

Solucidén V¥ [007148]

Ejercicio 599

Sea ABC un tridngulo tal que C sea la imagen de B por la rotacion de centro A y de dngulo 7/2. Sea s una
similitud enviando A sobre B 'y B sobre C.

1. ¢Qué puede valer s(C)?
2. Se supone que s es directa. Determinar su centro Q. Se expresa como el baricentro de A, By C.
3. Si la similitud es indirecta, determinar su centro y su eje.

Solucidén V¥ [007149]

Ejercicio 600
Se fija un sistema de referencia ortonormado directo del plano. ;Bajo qué condicién sobre los niimeros
(X ax+cy+te
reales a, b, c,d, e la transformacion >
yf (y) (bx +dy+f
Aplicacion : escribir en coordenadas complejas las aplicaciones

() (50 v () (Wa2)

Solucién V [007150]

) es una similitud directa ? ;Indirecta ?

Ejercicio 601

El plano estd provisto de un sistema de referencia ortonormado directo (O, u, 7) Se denotan A y B los
puntos de afijosza =1—iyzg =7+ %i.
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1. Sea s la aplicacion del plano en si mismo que envia un punto de afijo z en el de afijo

2,15,
3lZ 3 31.

Determinar la naturaleza y los elementos caracteristicos de s.
2. Se denota By = By para todo n € N, se denota B, | = s(By,).
(a) Calcular la distancia AB, en funcién de AB,,.

(b) Determinar el entero mas pequefio N verificando la siguiente propiedad : para todo n > N, el
punto B, pertenece al disco central A y de radio 1072, Se pide una férmula exacta para este
entero pero no su escritura explicita en base 10.

(c) Determinar el conjunto de ndmeros enteros » tales que los puntos A, B y B, estan alineados.

Solucidén V¥ [007151]

Ejercicio 602

1. Sea ABC un tridngulo. Demostrar que es equildtero directo si y solo si los afijos (se ha fijado un
sistema de referencia ortonormado directo) de vértices verifica a+ bj+cj> = 0.

2. (Notaciones reinicializadas) Sea O un punto del plano, 4 un circulo de centro O,y A, B,C, D, E'y
F puntos distintos de ¢ verificando (en R/277Z) la igualdad :

(OA,0B) = (OC,0D) = (OF,0F) = /3.

Se denota M (resp. N, P) la mitad de [BC] (resp. [DE], [FA]). Demostrar que MNP es equildtero
directo.

Solucidén V¥ [007163]

Ejercicio 603

Sea ABC un tridngulo equildtero directo, y M un punto. Se denota A’ (resp. B’ y C’) el simétrico ortogonal
de M, con respecto a la recta (BC) (resp. (CA) y (AB)). El propésito del ejercicio es demostrar que ABC'y
A’'B'C’ tienen el mismo centro de gravedad.

1. Escribir en coordenadas complejas (relativamente a un sistema de referencia que se elige juiciosa-
mente) la reflexion oy, con respecto al eje (AB).

2. Concluir.
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Solucidén V¥ [007164]

Ejercicio 604

Sea M{M,MsM, un paralelogramo directo del plano, de centro O, y A un punto cualquiera del plano. Se
considera B el simétrico de A, con respecto a My, C el simétrico de B, con respecto a M, D el simétrico de
C, con respecto a M3 y E el simétrico de D, con respecto a Mj.

1. Demostrar que E = A.
2. Demostrar que si zy 7 son dos complejos, entonces |z+ 7| + |z — 2| = 2]z].

3. Se fija un sistema de referencia ortonormado directo de centro O. Expresar a, b, ¢ y d, luego el
perimetro de ABCD en funcién de my, my y de t = a — my + mo.

4. Se hace ahora variar el punto A. Demostrar que el perimetro del cuadrilitero ABCD es minimal
cuando AM;OM} es un paralelogramo.

Solucidén V¥ [007166]

23  104.05 Trigonometria

Ejercicio 605

Se recuerda la férmula (8 € R) :

e = cosO +isenb.

1. Establecer férmulas de Euler (6 € R) :
i0 | .—if 0 _ .—if
cos 0 = % y senf = %
2. Usando las férmulas de Euler, linealizar (o transformar de producto a suma) (a, b € R) :

2cosacosb; 2senasenb; cosza; sen’a.

3. Usando la férmula : ee? = ¢/Y) (x, y € R), encontrar las correspondientes a sen(x +y), cos(x+)
y tan(x+y) en funcién del seno, coseno y tangente de x o de y; deducir las férmulas de célculo para
sen(2x), cos(2x) y tan(2x) (x,y € R).

4. Calcular cosx y senx en funcion de tan;ﬁ x#rm+2kn, k€ Z).
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5. Establecer la férmula de Moivre (8 € R) :
(cos@ +isenB)" = cos(nB)+isen(nd).

6. Usando la férmula de De Moivre, calcular cos(3x) y sen(3x) en funcién de senx y cosx.

[000078]

Ejercicio 606

1. Calcular cos58, cos 86, sen60, sen90, en funcién de las lineas trigonométricas del dngulo 6.

2. Calcular sen’ 0, sen* 0, cos’ 0, cos® 0, utilizando las lineas trigonométricas de los multiplos enteros

de 6.
[000079]
Ejercicio 607
Usando nimeros complejos, calcular cos56 y sen56 en funcién de cos 0 y sen 6.
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000080]

Ejercicio 608

1. Sea 0 € R. Utilizando la férmula de Moivre, expresar en funciéon de cos 0 y de sen 9 :
(a) cos(20) y sen(26).

(b) cos(36)y sen(30). Deducir una ecuacion de tercer grado que tenga por solucién cos(%) y resol-
verla.

2. Linealizar los polinomios trigonométriques siguientes : 1+ cos”x, cos® x +2sen’ x.

[000081]
Ejercicio 609
Expresar (cos5x)(sen3x) en funcién de senx y cosx. [000082]
Ejercicio 610
n
Sea x un nimero real. Se denota C = 1+4cosx+cos2x+---4cosnx= ) coskx,yS=senx+sen2x+---+
k=0
n
sennx = ) senkx. Calcular Cy S. [000083]
k=0
Ejercicio 611
Resolver en R las ecuaciones :
1 1 ) !
senx= -, cosx=——, tanx=—1,
2 2

y colocar en el circulo trigonométrico las imdgenes de las soluciones ; resolver en R la ecuacién
2n
cos(5x) = cos <3 —x .
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[000084]

Ejercicio 612
Calcular sen(257/3),cos(197/4),tan(377/6). [000085]

Ejercicio 613

Resolver la ecuacién : 2sen’x — 3senx — 2 = 0, luego la desigualdad : 2sen’x —3senx—2>0.  [000086]

Ejercicio 614
Estudiar el signo de la funcién dada por f(x) = cos3x+ cosSx. [000087]
Ejercicio 615
Simplificar, segin el valor de x € [—, 7], la expresion v/1 4 cosx + | senx/2|. [000088]
Ejercicio 616

Resolver en R las siguientes ecuaciones : (dar los valores de las soluciones pertenecientes a |—m, 7] y
colocarlos en el circulo trigonométrico).

1. sen(5x) = sen (27” —|—x>, 3. cos(3x) =sen(x).

2. sen <2x — %) =cos <%),
Solucién ¥ [000089]
Ejercicio 617

¢Bajo qué condicién sobre el real m tiene la ecuacién v/3cos(x) + sen(x) = m una solucién real ? Resolver
esta ecuacion para m = /2.
Solucién ¥ [000090]

Ejercicio 618

Resolver en R las siguientes desigualdades :

cos(5x) 4 cos(3x) < cos(x)
2cos?(x) —9cos(x) +4 > 0.

Solucidén Vv [000091]

Ejercicio 619

Resolver en R las siguientes ecuaciones :

1. cos?(x) —sen®(x) = sen(3x). 2. cos*(x) —sen*(x) = 1.
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Solucidén V¥

[000092]

Ejercicio 620 Suma de coeficientes binomiales

Con ayuda de férmulas del binomio, simplificar :

[n/3]

LYy ¢k

3. Z C*cos(kB).
k=0

4. Y Cysen((k+1)6).
k=0
5. cosa+Clcos(a+b)+C2cos(a+2b) +

Solucidén Vv

-4 Cycos(a+nb).

[002951]

Ejercicio 621 Sumas trigonométricas

Simplificar :

1. ) kcos(k6).
k=0

Solucién Vv

2. Zn: sen’ (k0).

k=1

[002952]

Ejercicio 622 Ecuacién trigonométrica

Sea a € R. Resolver :

cos(a) +cos(a+x) +cos(a+y) =
sen(a) +sen(a+x)+sen(a+y) =

Solucidén Vv

0
0.

[002953]

Ejercicio 623 Y. cos?”(x+km/2p)

Sea 6 € R.

1. Simplificar cos* 6 + cos* (9 + %) + cos? <9 + %%) +cos* (9 + %r)

2. Simplificar cos® 6 + cos® (9 + %) + -+ +cos® (9 + %t)

3. Simplificar cos®” 6 + cos>” (9 + %) +

Solucidén Vv

~-+cos2p<9—|—M .

2p

[002954]

Ejercicio 624 Y cos(kx)/cosx* =0

n—1
Resolver: ). cos(llfx) =0.
k=0 COS X

121



Solucidén ¥ [002955]
Ejercicio 625 Y C*x"*cos(ka) =0
Resolver en x : X" +Clx* "' cosa + - - -+ C cos(na) = 0.
Solucién V [002956]
Ejercicio 626 ¥27%/cos8---cos(2¢0)
Simplificar
« 1
kg’l 2kc0s 0 c0s260 cos40 ---cos2k-19°
Solucién ¥ [002957]
Ejercicio 627 Cilculo de tan(nx)
Sean € N,y x € R. Expresar tan(nx) en funcion de tanx.
Solucidén ¥ [002958]
Ejercicio 628 z = (1+ia)/(1 —ia)
Sea z € U. ;Se puede encontrar a € R tal que z = %f—ég ?
Solucién V [002959]
Ejercicio 629 *IT
Resolver en R, luego en [0,27] las siguientes ecuaciones :
1. senx=0, 5. cosx=—1,
2. senx =1, 6. cosx =0,
3. senx = —1, 7. tanx =0,
4. cosx=1, 8. tanx=1.
Solucién ¥ [005063]
Ejercicio 630 *IT
Resolver en R, luego en [0,27] las siguientes ecuaciones :
1 4. tanx = -1,
1. senx = ok V3
2. senx:—L, 5. COSXZﬁ,
V2 2 |
- _ 6. cosx = ———.
3. tanx = —1, NG
Solucién ¥ [005064]
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Ejercicio 631 **IT

Resolver en R, luego en / las siguientes ecuaciones :

1. sen(2x) = 4, I=10,27], 7. |cos(nx)| =1,

2. sen (%) = _\L@’ 1= 10,47, 8. sen(nx) =0,

3. tan(5x) = 1, I = [0, 7] 9. [sen(nx)| =1,

4. COS(2X) _ coszx, I = [07275]’ 10. senx =tanx, [ = [0,271'],

5. 2cos?x—3cosx+1=0,1=[0,2x], 11. sen(2x) +senx =0, [ = [0,27],

6. cos(nx) =0 (n € N¥), 12. 12cos?x—8sen’x =2, I = [-7, 7).
Solucién ¥ [005065]
Ejercicio 632 **IT
Resolver en [ las siguientes desigualdades :

1. cosx < % [=[-nm,m, 4. cos*x > cos(2x), I = [-m, 7],

2. senx}—%,lz]& 5. coszxg%, I1=10,2n],

3. cosx > cos 5, I =[0,2x], 6. cos3 <seny, [ =[0,27].

Solucién V [005066]
Ejercicio 633 *I

Calcular cos £ y sen §.

Solucidén V [005067]
Ejercicio 634 *I

Calcular cos {5 y sen /5.

Solucidén V [005068]
Ejercicio 635 ***

Demostrar que Y cos (+a; ap, +---+ta,) =2"cosajcosa; - - - cosay, (la suma incluye 2" términos).
Solucidén ¥ [005069]

Ejercicio 636 ***]

1. Calcular H cos (2 ) para a elemento dado de |0, 7| (pensar en sen(2x) = 2senxcosx).

n

2. Determinar lim Zln (cos(%)).

n—>+<>°
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Solucidén V¥ [005070]

Ejercicio 637 **

.. 2 2
Resolver en R la ecuacién 24¢0s ¥+ 4 1. 24sen"x=3 — 9(),
Solucidén Vv [005071]

Ejercicio 638 ***

Sea @ un real distinto de L y — L
VR

1. Calcular tan(36) en funcién de tan 6.

2. Resolver en R la ecuacioén :

3 3

3x—x  3a—a
1-3x2  1-3a*
Se encuentran dos métodos, uno algebraico y el otro usando la férmula trigonométrica establecida
en 1).

Solucidén V¥ [005072]

Ejercicio 639 ****

Se quiere calcular S = tan9° — tan27° — tan 63° +tan 81°.

1. Calcular tan(5x) en funcién de tanx.

2. Deducir un polinomio de grado 4 cuyas raices son tan9°, —tan27°, —tan63° y tan81°, luego el valor
de S.

Solucidén V¥ [005073]

Ejercicio 640 ***

(Cuantas soluciones tiene la ecuacién

tanx + tan(2x) + tan(3x) + tan(4x) = 0,

en [0, 7] ?
Solucidén V¥ [005074]

Ejercicio 641 **I

Se quiere calcular cos 2%5 y sen 2%5 Por esto, se establece a = 2 cos ZTTC, b =2cos 47” yz= e2m/5,

1. Verificarque a =z+z'yb=2>+7>.
2. Verificar que 1 +z+4z2 42> +7* = 0.

3. Deducir un polinomio de grado 2 cuyas raices son a y b, luego los valores exactos de cos%r y

2n

sen <.
Solucién ¥ [005075]

Ejercicio 642 **I
Calcular una primitiva de cada una de las siguientes funciones :
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2 6

1. x+— cos“x, 5. x> sen’x,
2. x+>cos’x, 6. x> cosxsen®x,
3. x+— sen*x, 7. x— cossxsenzx,
4. x> cos®xsen®x, 8. x> Ccos>x.
Solucidén V [005076]

Ejercicio 643 **

/3 /3
Calcular I = / cos*xsen®xdxy J = / cos* xsen’ x dx.
/6 /6

Solucidén Vv [005077]

Ejercicio 644 **
Demostrar las siguientes identidades, precisando cada vez su dominio de validez :

1 —cosx X T T 2
1 senx tan 2’ an 4 )+ tan 4 . COS(2X)
21 27 1 2
2.sen{x—— ) +senx+sen|x+— | =0, 4, —— —tanx = .
3 3 tanx tan(2x)
Solucién V¥ [005078]

Ejercicio 645 ***

Sea k un real distinto de —1 y de 1.

senx

1. Estudiar las variaciones de f; : x+—> .
V1 —2kcosx+ k2

T
2. Calcular / Si(x) dx.
0

Solucidén V¥ [005079]

Ejercicio 646 ***I

calcular las siguientes sumas :
n n
1. ) cos(kx)y Z sen(kx), (x € Ry n € N dados).

k=0 k=0

n
cos?(kx) y Z sen’(kx), (x € Ry n € N dados).
k=0 k=0

" (n " (n
3. k;) (k> cos(kx)y Y (k) sen(kx), (x € Ry n € N dados).

k=0
Solucidn V¥ [005080]

2.

n

Ejercicio 647 ***

cosa+cosb+cosc=0

, donde a, b y c son tres reales.
sena+senb+senc =0

Resolver el sistema {
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Solucidén V¥ [005081]

Ejercicio 648 **

Demostrar que cos? % + cos? 3?” + cos? 5@” + cos? 7@” =

Solucidén V¥ [005082]

[\SJ[O8]

Ejercicio 649 ***

1. Resolver en R la ecuacion cos(3x) = sen(2x).
2. Deducir los valores de senx y cosx, para x elemento de {1%, %, 31—” }

Solucidén V¥ [005083]

Ejercicio 650 ***

n
Demostrar que Vn € N*, Y |cosk| > % (Se observa que si x € [0;1], x> < x).

Solucidén Vv [005162]

Ejercicio 651

Sea 6 un nimero real.
1. Utilizando las férmulas de adicién, calcular cos26 y sen26 en funcién de cos 0 y sen 0.
2. Verificar la validez de las férmulas obtenidas para 0 = n/2y 6 = /3.
3. Calcular cos36 y sen36 en funcién de cos 0 y sen 6.
4. Verificar la validez de las férmulas obtenidas para 6 = /2y 60 = /3.

[007255]

Ejercicio 652

1. Expresar cos(a)cos(b) en funcién de cos(a+b) y cos(a —b).

2. Realizando un cambio de variables a precisar, demostrar que para todo real p y ¢ se tiene :

cos(p) + cos(q) = 2cos <p;q> cos (”;") .

3. Deducir las soluciones de la siguiente ecuacion :
cos(x) 4 cos(2x) +cos(3x) = 0.

[007256]

Ejercicio 653

1. Resolver en R la ecuacién v/3cos(x) +sen(x) = /2.

2. Usando un método similar, resolver la ecuacién cos(x) + sen(x) = 1.

[007257]

126



24  104.99 Otro

Ejercicio 654
, . ) 1+4ir
Demostrar que todo nimero complejo z no real de mddulo 1 se puede expresar en la forma —, donde
—ir
reR. [000093]

Ejercicio 655
p . u-+v
Sea u, v de nimeros complejos no reales tales que |u| = [v| = 1 y uv # —1. Demostrar que es real.
[000094]
Ejercicio 656
Calcular las siguientes sumas :
n n
Z cos(kx); Z C* cos(kx).
k=0 k=0
[000095]

Ejercicio 657
Sea Z[i]| = {a+ib; a,b € Z}.

1. Demostrar que si & y B estdn en Z[i], entonces & + B y o3 estdn también.

2. Encontrar los elementos invertibles de Z[i], es decir los elementos o € Z[i] tales que existe f € Zli],
conaf =1.

3. Verificar que cualquiera que sea @ € C existe a € Z[i] tal que |0 — a| < 1.

4. Demostrar que existe en Z[i] una divisién euclidiana, es decir que, cualesquiera que sean o y f3 en
Zli] existe g y r en Z]i| verificando :

o= PBg+r  con lr] < |BI.

(Indicacidn : Se puede considerar el complejo %)
Solucién V Vidéo M [000096]
Ejercicio 658

[Re(z)| + [Im(2)]
V2

Demostrar que Vz € C < |z] € |Re(z)| + [Im(z)|. Estudiar los casos de igualdad. [000097]

Ejercicio 659

az+b
cz+d

d
Sea (a,b,c,d) € R* tal que ad —bc = 1y ¢ # 0. Demostrar que si z # ——, entonces Im(
¢
Im(z)

) =

—. [000098]
[(cz+d)|

Ejercicio 660

¢ Qué sucede con tres complejos a, b, ¢ no nulos tales que |a+b+c| = |a| + |b| + |c|. [000099]
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Ejercicio 661

1. Estudiar la sucesion (z,),en definida por : zo =4, z,+1 = f(24), donde f es la aplicacién de C en si
mismo definida por :

VzeC,f(z) =i+%(1 —iV3)z.

Indicacion : Se comienza por buscar las coordenadas cartesianas del punto unico o tal que f(@) = a,
luego se analiza la sucesion (x,),cn definida por :

VneNx, =z,—a.
2. Se define Vn € N,1,, = |z,41 — z,|- Calcular
n
Jim ), b

y interpretar geométricamente.

[000100]
Ejercicio 662 examen de octubre 1999
Se define una funcién f de C —{i} en C — {1} poniendo
Z+i
f@)=—.
7=
1. Se supone z real. {Cudl es el médulo de f(z) ?
2. Encontrar los nimeros complejos z tales que f(z) = z.
[000101]

Ejercicio 663 Examen de noviembre 2001
Sea f la funcién de C en C definida por f(z) = 1£=.

1—z

1. Calcular los puntos fijos de la funcién f, es decir los nimeros complejos z tales que f(z) = z.
2. Determinar los nimeros complejos z, para los cuales f(z) es real.

[000102]

Ejercicio 664
1. Demostrar que si x+y+2z =a, yz+zx+xy = b, xyz = c, entonces x, y y z son soluciones de la
ecuacién Z3 —aZ? +bZ — ¢ = 0. Encontrar x, yy z si se suponea =b =0y c = —8.
2. Resolver el sistema
x+y+z=4
P+y +2=4
By +2=1.
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Solucidén V¥ [000103]

Ejercicio 665 ***

Demostrar que las soluciones de la ecuacién 1 4+z+z2+---+2z"! —nz" = 0 son de médulo inferior o igual
al.

Solucidén V¥ [005132]

Ejercicio 666 ***T ESIM 1993

shz
Para z € C, se establece chz = 4 (e?+e %), shz = %(eZ —e %) ythz= e
cnzg
1. ¢Cuadles son los nimeros complejos z, para los cuales thz existe ?
2. Resolver en C la ecuacién thz = 0.
[Imz| < %

3. Resolver en C el sistema
|thz| < 1.

4. Demostrar que la funcién th realiza una biyeccién de A = {z € C/ |Imz| < F} sobre U = {z €
C/ |zl < 1}

Solucidén V¥ [005136]

25 105.01 Division euclidiana

Ejercicio 667
Efectuar la division euclidiana del polinomio P = X — X*+2X> 4+ X2 +4 por Q = X2 — 1. El mismo ejercicio
para P = X* —2Xcos(2¢) +1y Q = X*> —2X cos(¢) + 1. [000356]
Ejercicio 668

Sea P un polinomio. Sabiendo que el resto de la divisién euclidiana de P por X —a es 1 y el de la division
de Pporx—bes —1, (a#b), ;cudl es el resto de la division euclidiana de P por (X —a)(X —b)?  [000357]

Ejercicio 669
Calcular el resto de la divisién euclidiana del polinomio X" por el polinomio Q = X2+ 1 x" +X + 1 por el
polinomio (X — 1)2. [000358]
Ejercicio 670

¢Para qué valores de m el polinomio P = (X +1)™ — X" — 1 es divisible por el polinomio Q = X2 +X +1?
[000359]

Ejercicio 671

Demostrar que el polinomio P(X) — X divide el polinomio P(P(X)) — X. [000360]

Ejercicio 672
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Determinar a,b € 7 de manera que el polinomio aX"*! — X" + 1 sea divisible por el polinomio (X —1).
Calcular entonces el cociente de los dos polinomios. [000361]

Ejercicio 673

¢Existe un polinomio P de grado 7 tal que (X — 1)* divide P(X) + 1y (X +1)* divide P(X) —1?  [000362]

Ejercicio 674

Efectuar divisiones por potencias crecientes de :
1. P=1por Q =1—-X, de orden n,

2. P=1+X por Q= 1+X?de orden 5,
3 XS

3. P:X_?+E por Q = 1 —2X? 4 X* de orden 5.
[000363]
Ejercicio 675
Efectuar las divisiones euclidianas de
3X° +4X%2 41 por X2 42X +3,
3X74+2X4—X?+1 por X2 +X+2,
X*—X34+X -2 por X?>—-2X +4.
Solucién ¥ [000364]
Ejercicio 676
En C[X], efectuar las divisiones euclidianas de
X2 —3iX —5(1+i) por X —1+i,
4X34+X? por X+ 1+i.
[000365]
Ejercicio 677
Efectuar la divisién de acuerdo a las potencias crecientes de :
X*4+ X3 —2X +1 por X+ X +1 de orden 2.
Solucién ¥ [000366]

Ejercicio 678

Sean a y b dos niimeros complejos distintos, m y n dos enteros naturales. Demostrar que si los polinomios
(X —a)™y (X — b)" dividen un polinomio P, entonces el polinomio (X —a)”(X —b)" divide P. ~ [000367]

Ejercicio 679

Paran € N, ;cudl es el resto de la divisién de x* +X + b por (X —a)?? [000368]
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Ejercicio 680

Para n € N, demostrar que el polinomio (X — 1)"2 + X?"+! es divisible por X?> — X + 1. Hallar el cociente
sin=2. [000369]

Ejercicio 681

Encontrar todos los polinomios P tales que P+ 1 sea divisible por (X — 1)*y P—1 por (X +1)*.

Indicaciones. Comenzar por encontrar una solucion particular Py, con uno de los siguientes métodos :
1. a partir de la relacién de Bézout entre (X —1)*y (X + 1)*;
2. considerando el polinomio derivada B} y buscando un polinomio de grado minimal.

Demostrar que P sirve si y solo si el polinomio P — Py es divisible por (X — 1)*(X + 1)*, y deducir todas las
soluciones del problema.
Solucién V Vidéo M [000370]

Ejercicio 682
Efectuar la division de A = X® —2X* + X3+ 1 por B=X> +X2+1:

1. Siguiendo las potencias decrecientes.

2. De orden 4 (es decir, tal que el resto es divisible por X°) segtin potencias crecientes.

Solucion ¥ [000371]
Ejercicio 683

Determinar a y b en R tales que X2 + 2 divide X* + X3 + aX? + bX +2. [000372]
Ejercicio 684

Determinar el resto de la divisién euclidiana de (senaX + cosa)” por X2 4 1. [000373]
Ejercicio 685

Sea P un polinomio cuyo resto de la division euclidiana por X — 1 es 7y por X + 5 es 3. ;Cuadl es el resto de
la divisién euclidiana de P por X +4X — 57 [000374]
Ejercicio 686

Efectuar la divisién euclidiana de X — 7X* — X% — 9X 49 por X? — 5X +4.

Solucidén V [000375]
Ejercicio 687

Sea n > 1. Determinar el resto de la divisién euclidiana de nX" ! — (n+1)X" 41 por (X — 1)2.  [000376]
Ejercicio 688
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Sean P,Q € K[X] tales que X + X + 1 divide P(X3) +XQ(X?). Demostrar que P(1) = Q(1) = 0. ;Reci-
proco? [000377]

Ejercicio 689

¢ Cudles son los polinomios P € C[X] tales que P’ divide P?
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000378]

Ejercicio 690 Descomposicién en potencias crecientes

Sea A € K[X] de grado > 0. Demostrar que para todo polinomio P € K,[X], existen polinomios Py, P, ...,P,
Unicos verificando :

grad P, < gradA

P:PQ—l-PlA—l---'—l—PnAn.

[003196]

Ejercicio 691 Linealidad del resto y del cociente

Sea B € K[X] de grado n > 0. Se consideran las aplicaciones :

®:K[X] =K, 1[X], P—R

¥Y:K[X] —K[X], P+~ Q, conP=QB+R.

1. Demostrar que ® y ¥ son lineales. Determinar sus nidcleos y sus images. Determinar un contra-
ejemplo para el reciproco.
2. Simplificar ®(P, P,).

[003197]

Ejercicio 692 Endomorfismo P — AP mod B

SeanE =K3[X], A=X*—1,B=X*-X,y ¢ : E — E, P+ resto de la divisién euclidiana de AP por B.
Determinar ker ¢, Im ¢.
Solucidén ¥ [003198]

Ejercicio 693 Congruencias
Sean P € K[X], a,b € K distintos, y a = P(a), B = P(b).

1. (Cudl es el resto de la division euclidiana de P por (X —a)(X —b)?

2. Encontrar el resto de la division euclidiana de (cos 8 + X sen8)" por X2 + 1.

Solucidén V¥ [003199]

Ejercicio 694 Congruencias

Determinar los polinomios P € Q3[X] divisibles por X + 1 y cuyos restos de las divisiones por X +2,X +
3,X 44 son iguales.
Solucidén V [003200]
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Ejercicio 695 Célculo de mcd

Calcularel med de Py Q, para :
. P=X*4+X3—3X2—4X—-1,0=X>+X>*—X—1
2. P=X*—10X>4+1,0=X*—4X3+6X>—4X +1
3. P=X—iX*+X3-X>+iX—-1,0=X*—iX>+3X> - 2iX +2

Solucidén V¥ [003201]

Ejercicio 696 Coeficientes de Bézout

Demostrar que los polinomios P y Q siguientes son primos entre si. Encontrar U,V € K[X] tales que
UP+VQ=1.

. P=X*+X3-2X+1,0=X>+X+1 2. P=X>4+X>+1,0=X>+X+1

Solucién V [003202]

Ejercicio 697 Divisién de (X +1)" — X" — 1 por X> + X + 1

Determinar el resto de la division euclidiana de (X +1)" — X" — 1 por X> + X + 1.
Solucién ¥ [003203]

Ejercicio 698 Ensi P 90

¢Para qué n € N el polinomio (1+ X#)” — X" es divisible por 1+ X +X? en R[X]?
Solucién ¥ [003204]

Ejercicio 699 Division de (X —2)*n+ (X —1)" — 1 por (X — 1)(X —2)
Sea P, = (X -2)""+(X—1)"—1.

1. Demostrar que P, es divisible por X — 1 y por X —2. Se denota Q; y 0> los cocientes correspon-
dientes.

2. Demostrar que P, es divisible por (X — 1)(X —2) y el cociente es Q> — Q.

3. Demostrar que este cociente es igual a :
((x—z)ZH—(x-2)2nf3+---—(x—2)+1) + ((x— D2 4 (X =13 4+ (X — 1)+1).

Solucidén Vv [003205]

Ejercicio 700 Calculo de residuos

Encontrar los restos de las divisiones euclidianas :

1. de X% por X2 —3X +2. 3. de X® —32X2 448 por (X —v2)".
2. de (X—I—\@)17 por X2 +1.
Solucién ¥ [003206]
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Ejercicio 701 Divisibilidad

Encontrar A, € C tales que X? + X + 1 divide x° + A X> + uX?+1.

Solucidén Vv

[003207]

Ejercicio 702 congruencias

Sea P € K[X] tal que los restos de las divisiones de P por X2+ 1y X? — 1 valen respectivamente 2X — 2 y

—4X. ;Cudl es el resto de dividir P entre X* — 17

Solucién ¥ [003208]
Ejercicio 703 mcd(X" —1,X" —1)
Sean m,n € N*. Determinar med(X” —1,X" —1).
Solucidén ¥ [003209]
Ejercicio 704 Grado minimal en la formula de Bézout
Sean P,Q € K[X] no nulos y D = mcd(P, Q).
UP+VQ=D
1. Demostrar que existe U,V € K[X] tnicos tales que : { gradU < gradQ — grad D
gradV < grad P — grad D.
2. Demostrar que el método de divisiones euclidianas proporciona U y V.
Solucidén ¥ [003210]
Ejercicio 705 Aplicacién (U,V)— UA+VB
Sean A,B € K[X], p = gradA, q = grad B. Se considera la aplicacion :
P K, 1 [X] xKp_1[X] = Kprg—11X], (U,V)—UA+VB
Demostrar que : AAB =1 <= & es biyectiva. [003211]
Ejercicio 706 mcd(P(X),P(—X)) y mem(P(X),P(—X))
Sea P € K[X]. Demostrar que med(P(X),P(—X)) y mem(P(X),P(—X)) son pares o impares. [003212]
Ejercicio 707 AoP|BoP = A|B
Sean A, B, P € K[X], con P no constante. Demostrar que si A o P divide Bo P, entonces A divide B.  [003213]

Ejercicio 708 ***

Hacer la divisién euclidiana de P = senaX” — sen(na)X +sen((n— 1)a) por Q = X*> —2X cosa + 1, a real

dado.

Solucién Vv

[005323]

Ejercicio 709
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1. Efectuar la division euclidiana de A por B :
(a) A=3X>4+4X>+1, B=X>+2X+3
(b) A=3X"+2X*—X?>+1,B=X>4+X+2
() A=X*—X34X—-2,B=X2-2X+4
(d A=X>—7X*—X?>-9X+9 B=X>-5X+4

2. Efectuar la divisién de acuerdo a las potencias crecientes de A por B de orden k (es decir, tal que el
resto es divisible por X<*1) :

(@ A=1-2X+X+X* B=14+2X+X? k=2
b) A=1+X3>-2X*+X6, B=1+X>+X3 k=4

Solucién ¥ Vidéo A [006955]

Ejercicio 710

¢Bajo qué condicién en a,b, ¢ € R el polinomio x* +aX? + bX + ¢ es divisible por X>+X +17?
Solucidén ¥ Vidéo W [006956]

26 105.02 Mcd

Ejercicio 711

Calcular med(P, Q) cuando :
. P=X-X>?-X-2yQ=X>—-2X*4+X>-X -2,
2. P=X*4+X}-2X+1yQ=X>+X+1.

Solucidén V¥ [000379]

Ejercicio 712

Determinar el mcd de los siguientes polinomios :

L +3X4 X34+ X2 43X + 1y X4 +2X° + X +2,

2644 X3-3X2 4X -1y X3+ X>P—X 1,

3. +5X4 +9X3 +TX2+5X +3y X4 +2X3 +2X2 + X + 1.

Solucidén ¥ [000380]
Ejercicio 713
Determinar A, B € R[X] tales que (X>+1)A+ (X*+X +1)B= 1. [000381]
Ejercicio 714

Demostrar que existen dos polinomios : U, V, verificando : (x) (X —1)"U +X"V = 1. Determinar U, y V; de
grado estrictamente inferior a n, satisfaciendo esta igualdad. Deducir todos los polinomios U,V verificando
(%). [000382]

Ejercicio 715

Sean P, Q dos polinomios primos entre si.
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1. Demostrar que entonces P" y Q™ son primos entre si, donde n,m son dos enteros positivos.
2. Demostrar también que P+ Q y PQ son primos entre si.

[000383]

Ejercicio 716

Sea n un entero positivo.
1. Determinar el med de los polinomios (X" — 1)y (X —1)".
2. Paran = 3 demostrar que existe un par de polinomios (U, V) tal que (X> — 1)U+ (X — 1)’V =X — 1.

Dar uno.

[000384]
Ejercicio 717
Demostrar que los elementos X> + X, X> — X, X2 — 1 de R[X] son primos entre si, pero no son dos en dos
primos entre si. [000385]
Ejercicio 718
Encontrar todos los polinomios U y V de R[X] tales que AU + BV seaunmcd de Ay B,con A = X4 —2x3—
2X%24+10X —7y B=X*—-2Xx?-3X%+13X — 10. [000386]
Ejercicio 719

Calcular el med D de polinomios A y B definidos a continuacién. Encontrar los polinomios U y V tales que
D =AU +BV.

ILA=X43X44+2X3 -X2-3X -2 y B=X*42X>+2X>+7X +6.
2. A=X0-2X>+2X*-3X3+3X2-2X y B=X*-2X3+X’-X+1.

Solucidén V [000387]

Ejercicio 720

Encontrar el med de los tres polinomios :
A=X>+4X*+6X> +6X?>+5X+2, B=X’>+3X+2, C=X>+2X>+X+2.

[000388]

Ejercicio 721

Sean los polinomios de R[X] :
A=X+3)*X+D)(X2+1)°, B=X+3(X+2)*(X*+1), C=X+3)(X+2)(X>+1)%

1. (Cuéntos divisores normalizados tiene Ay B?y C?
2. Escribirel mcdy mcmde Ay B.

3. Escribir el mcd y mem de los tres polinomios A, By C.

136



[000389]

Ejercicio 722

1. Encontrar el med de X?* —1y X' —1; el med de X230 — 1y x0 1,

2. Demostrar que cualesquiera que sean los enteros positivos by ¢, X” — 1 divide X?¢ — 1. Deducir que
el resto de la divisién de X¢ — 1 por x* — 1 es X" — 1, donde r es el resto de la divisién en N de a
por b. {Cudl es entonces el mecd de X¢ — 1y X — 1?2 Aplicacién : Encontrar el med de X4 — 1y
X1920 —1.

3. P es cualquier polinomio de C[X], y a y b dos enteros naturales, ;cudl es el med de P* — 1y PP —1?
Indicacién : Usar el teorema de Bézout en Z y en C[X].

[000390]
Ejercicio 723
SeaA € C[X]y B € C[X].
1. ;Se tiene mcd(A,B) =1 <= mcd(A+B,AB) =1?
2. (Se tiene med(A,B) = mcd(A + B,AB)?
[000391]

Ejercicio 724

Sea n un entero estrictamente positivo.

1. Demostrar que existe un tnico par de polinomios Py Q de grado estrictamente menores que 7 tales
que (1 -X)"P(X)+X"Q0(X) = 1.

2. Demostrar que P(1—X) =Q(X)y Q(1 —X) = P(X).

3. Demostrar que existe una constante a tal que
(1-X)P'(X)—nP(X)=aXx""'.

Deducir los coeficientes de Py el valor de a.

Respuesta: a=—(2n—1)C5 1. [000392]
Ejercicio 725
Determinar los polinomios P € R[X] y Q € R[X], primos entre si, tales que P?> + Q% = (X? + 1)%. Deducir
que la ecuacién x? +y?> = z? tiene una infinidad de soluciones (no proporcionales) en Z. [000393]
Ejercicio 726

1. Demostrar que los polinomios X — 1 y X — 2 son primos entre si y deducir d = med((X —1)2, (X —
2)3), y los polinomios U y V tales que

UX—-1)?+V(X-2)0>=d.

2. Determinar el polinomio P, de grado minimal, tal que el resto de la divisién euclidiana de P por
(X —1)? es 2X y el resto de la divisién euclidiana de P por (X —2)3 es 3X.
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[000394]

Ejercicio 727

Demostrar que los polinomios complejos P = X9 + X +1y Q = X° + X + 1 son primos entre si. [000395]

Ejercicio 728 **IT

Determinar el MCD de X® — 7X* +8X3 —7X 4+ 7y 3X° — 7X3 +3X2 - 7.
Solucién Vv [005317]

Ejercicio 729

1. Determinar el mcd de los siguientes polinomios :
(@ X3 —X?-X-2yX>—2X*4+X*-X-2
b) X*+X3-2X+1yX34+X+1
) X°4+3X*+ X34+ X2 43X +1yX*+2X3+X 42
(d) nX" ' —(n+ DX"+1yX"—nX +n—1(ne€N¥)
2. Calcular el mcd D de polinomios A y B abajo. Encontrar de polinomios U y V tales que AU +BV = D.
(a) A=X 43X 4+2X3 X2 —3X —2yB=X*+2X3+2X?>+7X +6
(b) A=X0—2X342X*—3X343X2-2XyB=X*-2X>+X?>-X+1

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo N [006957]

Ejercicio 730

1. Demostrar que si A y B son dos polinomios con coeficientes en QQ, luego el cociente y el resto de la
divisién euclidiana de A por B, asi como mcd(A, B), son también con coeficientes en Q.

2. Seaa,b,c € C* distintos, y 0 < p < g < renteros. Demostrar que si P(X) = (X —a)?(X —b)4(X —c)"
es a coeficientes en QQ, entonces a,b,c € Q.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [006958]

27 105.03 Raiz, descomposicion en factores irreducibles

Ejercicio 731

1. Demostrar que el polinomio P(X) = X — X2 4 1 admite una tinica raiz real y que esta es irracional.

2. Demostrar que el polinomio Q(X) = 2X> — X% — X — 3 tiene una raiz racional (que se va a calcular).
Deducir su descomposicion en producto de factores irreducibles en C[X].

[000396]

Ejercicio 732
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Sea P(X) = a,X" + -+ + ap un polinomio con coeficientes enteros primos entre si (es decir tales que los

L. .. . p . .
Unicos divisores comunes a todos los a; sean —1 y 1). Demostrar que si r = —, con p y ¢ el primos entre si
q

es una raiz racional de P, entonces p divide ag y ¢ divide a,,. [000397]

Ejercicio 733

Sea P € Q[X] un polinomio de grado n.
1. Demostrar que si P es irreducible en QQ, entonces solo tiene raices simples en C.
2. Sea A € C una raiz de P, de multiplicidad estrictamente mayor que % Demostrar que A es racional.

[000398]

Ejercicio 734
Demostrar que el polinomio nX"*? — (n+2)X"*! 4 (n +2)X — n admite una raiz mdltiple. Aplicacién :
Determinar las raices del polinomio 3X> — 5X* 45X — 3. [000399]
Ejercicio 735

SeaP=(X>—X+1)2+1.
1. Verificar que i es raiz de P.
2. Deducir entonces la descomposicién en producto de factores irreducibles de P sobre R[X]

3. Factorizar en C[X] y en R[X] los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles :
P=X*4X241, 0=X"4+1, R=X— X"+ X* - X34+ X2—X+1,5S=X"— 13X*+ 67X —
171X? +216X — 108 (se buscan las raices dobles de ).

[000400]

Ejercicio 736

Descomponer en R[X], sin determinar sus raices, el polinomio P = X* 4 1, como producto de factores
irreducibles.

Solucién ¥ [000401]
Ejercicio 737
Para todo a € R y todo n € N*, demostrar que X — a divide X" —a". [000402]
Ejercicio 738
Descomponer X '2 — 1 como producto de factores irreducibles en R[X]. [000403]
Ejercicio 739

Demostrar que B divide A, donde :

A=X3r2 4 x3mHl L X3 y B=X2 4 X +1,
A=X+1)"—X" _2X-1yB=X(X+1)(2X +1),
A=nX""' —(n+1)X"+1yB=(X—1)%
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[000404]

Ejercicio 740
Sea P € Z[X]|y n € Z; se denota m = P(n) ; (grad(P) > 1).
1. Demostrar que : Vk € Z,m divide P(n+ km).

2. Demostrar que no existe polinomio P en Z[X|, no constante, tal que para todo n € Z, P(n) sea primo.

[000405]

Ejercicio 741

Sea P un polinomio de R[X] tal que P(x) > 0, para todo x € R. Demostrar que existe S,7 € R[X] tales que
P = §% 4 T? (se utiliza la factorizacién en C[X)). Indicaciones :

1. Sean a,b € R, determinar ¢,d € R tales que : ab = ¢* — d?, verificar que (a® + b*)(c* +d?) = (ac +
bd)? + (bc —ad)?.

2. Resolver el problema para P de grado 2.

3. Concluir.
[000406]
Ejercicio 742
n
Sea 6 € R; se supone sennf # 0. Determinar el raices del polinomio P = Z C],j senk® X*. Verificar que
k=1
estas raices son todos reales. [000407]

Ejercicio 743
Seaa € C, P € C[X]y Q € C[X], primos entre si. Se supone que a es raiz doble de P> + Q2. Demostrar que
a es raiz de P> + Q' [000408]
Ejercicio 744

Para n € N*, ;cudl es el orden de multiplicidad de 2 como raiz del polinomio

nX" — (dn+ DX 4 4(n+ 1)X" —4x"1?

Solucidén V [000409]
Ejercicio 745

¢Para qué valores de a el polinomio (X +1)” — X’ — a admite una raiz maltiple real ?

Solucién V Vidéo H [000410]
Ejercicio 746

Demostrar que el polinomio X + 2 es irreducible en Q[X]. Factoriser este polinomio en R[X] y en C[X].
[000411]

Ejercicio 747
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En R[X] y en C[X], descomponer los siguientes polinomios en factores irreducibles.

1. X33, 2.2 1.
Solucién ¥ [000412]
Ejercicio 748
¢Cudl es la descomposicién de X® + 1 en factores irreducibles en C[X]? ;En R[X]? [000413]
Ejercicio 749
Sea P el polinomio X* +2X? + 1. Determinar las multiplicidades de raices i y —i, de dos maneras diferentes :
ya sea descomponiendo P en C[X], ya sea usando el polinomio derivada de P. [000414]
Ejercicio 750

Sea el polinomio P = X8 +2X° +3X* +2X2 + 1.
1. Demostrar que j es raiz de este polinomio. Determinar su orden de multiplicidad.
2. (Qué consecuencia se puede sacar de la paridad de P?
3. Descomponer P en factores irreducibles en C[X] y en R[X].

[000415]

Ejercicio 751
Sea E el polinomio de tercer grado : aX> +bX?+cX +d, cona,b,c,d € Ry a+#0, y sean xi, xp, x3 sus tres
raices en C. Encontrar un polinomio teniendo por raices xxp, Xox3 y x3x]. [000416]
Ejercicio 752
Sean x1,x2,x3 las rafces de X> —2X2 + X + 3. Calcular x3 +x3 +x3. [000417]
Ejercicio 753
Sea n € N fijado. Demostrar que existe un nimero finito de polinomios ménicos de grado n, con coeficientes
enteros que tienen todas sus raices un médulo inferior o igual a 1. [000418]
Ejercicio 754
n
Sean>2yP,(X)= kZO %X". (P, tiene raiz doble? [000419]
Ejercicio 755

Resolver las ecuaciones :

1. P'P" = 18P, donde P € R[X]. 2. P(X?) = (X*+1)P(X), donde P € C[X].
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[000420]

Ejercicio 756

Sea P € R[X] dividido en R i.e. con raices simples.
1. Demostrar que lo mismo es cierto para P’.
2. Demostrar que el polinomio P2 + 1 solo tiene raices simples en C.

[000421]

Ejercicio 757

Seane N*yPX)=(X+1)"—(X—1)".
1. (Cudl es el grado de P?
2. Factorizar P en C[X].

p 1
3. Demostrar que Vp € N* [] cotan(

km )=
=1 2p+17 \2p+1

[000422]

Ejercicio 758

Factorizar en R[X]: 1. X%+1. 2. X7+ X0+ X3+ 1.
Solucién ¥ [000423]

Ejercicio 759 Factorizacién de X" — 1

Factorizar X" — 1 sobre C.

n—1 k7T n—1 kT
1. Deducir | | sen <> 2. Calcular igualmente H sen ( + 6) .
k=1 n k=0 n
3. Se denota @ = e**/", calcular H (0 — o).
0<k,E<n k0
Solucion ¥ [003214]

Ejercicio 760 Mines MP 1999

n—1 .
2
Demostrar que H(a)y‘ —2wFcos@®+1)=2(1—cos(nh)), con ® = en .
k=0
Solucidén V [003215]

Ejercicio 761 Raices de j y ;>

Demostrar que si p < n, entonces X2 + X2 + 1 divide x> + X2 +1. [003216]

Ejercicio 762 X2 —2X cos 0 + 1 divide X?" —2X" cos(n8) + 1

Demostrar que X> — 2X cos 6 + 1 divide X?* —2X" cosn + 1. Para sen 8 # 0, encontrar el cociente.
Solucién ¥ [003217]

Ejercicio 763 X2 —2X cos 0 + 1 divide X"*! cos(n —1)8 — X" cosn — X cos 6 + 1
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Demostrar que X> —2X cos 8 + 1 divide x"*!cos(n — 1) — X" cosn® — X cos @ + 1, luego determinar el
cociente.
Solucién ¥ [003218]

Ejercicio 764 X3 +X* 11 divide X% + pX*' +¢

Dar una CNS en p,q € C, para que X2 +X* + 1 divida X3 + pX** + ¢ (n € N* fijado).
Solucidén V [003219]

Ejercicio 765 Raices racionales

Factorizar P(X) = 3X*+ 11X> +20X? +7X — 5, sabiendo que existen raices racionales.
Solucidén ¥ [003220]

Ejercicio 766 Ecuacion de grado 4 tal que xjx; =5

Encontrar las raices de P(X) = X* —3X? 4+ 6X? — 15X + 5 sabiendo que dos raices, x; y xp, verifican :
x1x2 = 5. (Introducir el polinomio Q = X*P(5/X)).
Solucién ¥ [003221]

Ejercicio 767 Raices miiltiples

Factorizar P = X° — 13X* +67X? — 171X? 4 216X — 108 sabiendo que admite una raiz triple.
Solucién ¥ [003222]

Ejercicio 768 Busqueda de una raiz triple

Sea P = X° +aX? + 15X — 6i. Encontrar a € C tal que P tiene una raiz triple en C. Factorizar entonces P.
Solucidén ¥ [003223]

Ejercicio 769 Ensi P 90

Dar una condicién en A, para que la ecuacion : x* — 2x> 4+ Ax? +2x — 1 = 0 tiene al menos una raiz triple.
Solucidén V [003224]

Ejercicio 770 x; +x; =1

Sean p,q € Cy P(X) = X> + pX + g. Dar una CNS en p y ¢ de modo que dos de las raices de P tengan por
suma 1.
Solucién ¥ [003225]

Ejercicio 771 Factorizacion

Factorizar Y X(X_1 X N
1_74_@_“,4_(_1)%1 ( — )( —I’l)

1! 2! (n+1)!

Solucidén V¥ [003226]

Ejercicio772 X —1 |P(X")=X—1|P
Sean P,Q € K[X].
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1. Demostrar que si P(X") es divisible por X — 1, entonces P es divisible por X —1 (n € N).

2. Demostrar que si P(X3) +XQ(X?) es divisible por X? + X 4+ 1, entonces P y Q son divisibles por
X—1.

[003227]

n
Ejercicio 773 Raices de Y CX(senk8)X*
k=0

n
Sea 6 € R tal que sennf # 0. Demostrar que el polinomio P = ¥ CX(senk8)X* tiene todas sus raices

k=0

reales.
Solucidén V [003228]
Ejercicio 774
Demostrar que 1+ X + X" solo tiene raices simples. [003229]
Ejercicio 775 P’ divide P
¢(Cudles son los polinomios P € K[X] tales que P’ divide P?
Solucién V [003230]
Ejercicio 776 Ecuaciones funcionales
Encontrar todos los polinomios P € C[X] tales que ...

1. P(X?)=P(X —1)P(X +1). 3. P(X)P(X+2)+P(X?) =0.

2. P(X>)=P(X)P(X —1).
Solucion ¥ [003231]

Ejercicio 777 P, con raices reales simples => P2 + a2, con raices simples

Sea P € R[X], donde todas las raices son reales.
1. Demostrar que las raices de P’ también son reales.
2. Deducir que : Va € R*, las raices de P> +a* son simples.

[003232]

Ejercicio 778 Py Q tienen mismo médulo

Sean P,Q € C[X] tales que : Vz € C, |P(z)| = |Q(z)|. Demostrar que existe u € C, |u| = 1 tal que P = uQ.
Solucidén ¥ [003233]

Ejercicio 779 Valor medio

P oL P
Sean z,z1,...,z, € C tales que : VP € C,_[X], se tiene P(zp) = () -4 (Z").
n

Se denota ®(X) = [ [(X —z).

i=1
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P(20)

20 — 3k

1. Calcular

X —z70)®' (X
2. Deducir que ®(X) = X=2)®X)
n

+D(z0).
3. Demostrar que z1, .. .,z, son los vértices de un poligono regular de centro zg.
4. ;Reciproco?

Solucidn V¥ [003234]

Ejercicio 780 P(x) # 14

Sea P € Z[X] tal que P(x) =7, para al menos 4 valores distintos x € Z. Demostrar que : Vx € Z, se tiene
P(x) # 14. [003235]

Ejercicio 781 Numero algebraico racional

Sea o € C. Se dice que « es algebraico si existe un polinomio P € Q[X] tal que P(a) = 0. El polinomio
unitario de grado menor verificando P(a) = 0 es llamado : polinomio minimal de o.

1. Sea o algebraico de polinomio minimal P. Demostrar que P es irreducible en Q[X] y que o es raiz
simple de P.

2. Sea a algebraico, y P € Q[X] tal que P(cx) = 0. Se supone que la multiplicidad de o en P es estric-
tamente mayor que %grad P. Demostrar que o € Q.

[003236]

Ejercicio 782 P(/2) =0

Sea P € Q[X] tal que P(ﬁ) = 0. Demostrar que —/2 es también raiz de P, con la misma multiplicidad
que V2. [003237]

Ejercicio 783 Polinomio minimal de 2cos(27/7)

Demostrar que x = 2 cos 27” es raiz de X3 + X2 — 2X — 1. ;Cudles son las otros raices ?

Solucidén V¥ [003238]

Ejercicio 784 Raices reales simples

n
Sea P = Y a;X* € R[X] cuyas raices son reales simples.
k=0

1. Demostrar que : Vx € R, se tiene P(x)P"(x) < P*(x).
2. Demostrar que : Vk € {1,...,n— 1}, ay_1ax41 < a,%.

Solucidén V¥ [003239]

Ejercicio 785 Método de Ferrari

Sea P = X*—6X347X% — 18X — 8. Encontrar Q € R[X] tal que grad(Q) = deg(P — Q?) =2,y P— Q tiene
una raiz doble. Factorizar entonces P sobre R.

Solucidn V¥ [003240]
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Ejercicio 786 Mcd # 1 < raiz comiin

Sean P,Q € Q[X]. Demostrar que P y Q son primos entre si, si y solo si P 'y Q no tienen raices comunes en
C. [003241]

Ejercicio 787 Mines MP 2001

Sea K un cuerpo de caracteristico p.

1. Demostrar que o : x — x” es un morfismo de cuerpos.
2. Demostrar que O es sobreyectiva si y solo si todo polinomio P € K[X] irreducible verifica P’ # 0.

Solucidén V¥ [003242]

Ejercicio 788 Central MP 2001

Sea P € R,[X]\ {0}.

Para x € R se denota V (x) el niimero de cambios de signo en la sucesién (P(x), P'(x),...,P")(x)) acordando
eliminar los términos nulos. Sean a < B dos reales no raices de P. Demostrar que el nimero de raices
de P en [, B], contados con su orden de multiplicidad, tiene la misma paridad que V(o) —V(B) y que
V(@) ~V(B)>0.

Solucioén ¥ [003243]

Ejercicio 789 X MP* 2004

Sea P € C[X] de grado d, donde todas las raices son de médulo estrictamente menor a 1. Para @ € U se
denota P el polinomio cuyos coeficientes son los conjugados de los de Py Q(X) = P(X) + wX“P(1/X).
Demostrar que las raices de Q son de médulo 1.

Solucién ¥ [003244]

Ejercicio 790 X MP* 2005

Sean ay, . ..,a, € R tales que |ag| + -+ + |ay—1| < an. Sea f(x) = ap +aj cosx+ - - - + a, cos(nx). Demostrar
que los ceros de f son todos reales (es decir, x € C\ R, entonces f(x) # 0).
Solucidén ¥ [003245]

Ejercicio 791 Factorizacién en R de X8 + X%+ 1

Factorizar X% + X* + 1 sobre R.
Solucidn V¥ [003246]

Ejercicio 792 Polinomio irreducible en Q

Demostrar que 1+ (X — 1)?(X — 3)? es irreducible en Q[X].
Solucidén ¥ [003247]

Ejercicio 793 Polinomios positivos en R

Sea & = {P € R[X] tal que 3 Q,R € R[X], donde P = Q* + R?}.
1. Demostrar que & es estable bajo la multiplicacién.
2. Demostrar que & = {P € R[X] tal que Vx € R, P(x) > 0}.
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3. (Central MP 2000, con Maple) Sea P = 65X* — 134X3 +190X? — 70X + 29, encontrar A y B en Z[X]

tales que P = A2 + B2.

Solucién ¥V

[003248]

Ejercicio 794 Lema de Gauss

Sea P € Z[X], se llama contenido de P el mcd de los coeficientes de P (notacion : cont(P)).

1. Sean P,Q € Z[X], con cont(P) = 1, y R = PQ. Sea p un factor primo de cont(R).

(a) Si p es primo con el coeficiente constante de P, demostrar que p divide todos los coeficientes de

0.
(b) Si p divide el coeficiente constante de P, se vuelve al caso precedente.
(c) Deducir que cont(Q) = cont(R).
2. Cuando cont(P) # 1, encontrar cont(PQ).

3. Aplicacion : Sea R € Z[X], y P,Q € Q[X] tales que R = PQ. Demostrar que existe P,Q; € Z[X]
proporcionales a P 'y Q y tales que R = P;Qy. (Es decir : un polinomio con coeficientes enteros

reducibles en (Q es también reducible a 7.)

[003249]

Ejercicio 795 Polinomios irreducibles en Z

Demostrar que X*+X + 1y X®+ X2+ 1 son irreducibles en Z[X].

[003250]

Ejercicio 796 Polinomios irreducibles en Z

Sean ay,...,a, € Z distintos.
1. Demostrar que (X —ay)--- (X —a,) — 1 es irreducible en Z[X].
2. La misma pregunta para (X —ay)--- (X —a,) + 1, n impar.

Solucién V¥

[003251]

Ejercicio 797 Criterio de irreductibilidad de Eisenstein

SeaPc Z[X],P=X"+a, X" '+---+aoX°y p un niimero primo tal que :

ap =0 (modp),...,a,_1 =0 (modp), ay# 0 (modp?).

Demostrar que P es irreducible en Z[X].

Solucidén Vv

[003252]

Ejercicio 798 Irreductilidad de X? —a

Sea K un sub-cuerpo de C, a € K 'y p € N primo. Demostrar que el polinomio X?” — a es irreducible en K si

y solo si no tiene raiz en K.

Indicacidén V Solucidén ¥ [003253]
Ejercicio 799 **T

¢Para qué valores del entero natural n el polinomio (X +1)" — X" — 1 es divisible por X?> +X +1?
Solucién V [005318]
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Ejercicio 800 ***

Sea P un polinomio con coeficientes reales tal que Vx € R, P(x) > 0. Demostrar que existen dos polinomios
Ry S, con coeficientes reales tales que P = R + S2.
Solucidén V [005319]

Ejercicio 801 ****] Teorema de LUCAS

Sea P € C[X] de grado mayor o igual a 1. Demostrar que las raices de P’ son baricentros con coeficientes
positivos de las raices de P (se dice que las raices de P’ estdn en la envolvente convexa de las raices de P).
Indicacién : calcular %
Solucién V [005324]

Ejercicio 802 ***

Encontrar todos los polinomios divisibles por su derivada.
Solucién V [005325]

Ejercicio 803 **T

Determinar a € C tal que P = X°> — 209X -+ a admite dos ceros cuyo producto es 1.
Solucidén ¥ [005328]

Ejercicio 804 ***T

> ap+2

Sa—-1
Solucidén V¥ [005329]

Sea (ar)1<k<s la familia de las raices de P = X° +2X* — X — 1. Calcular

Ejercicio 805

Descomponer en producto de factores irreducibles en R[X], el polinomio X% —2X3cosa + 1, donde a es un
real dado en [0, ].
Solucién ¥ [005342]

Ejercicio 806

Formar una ecuacién de sexto grado cuyas raices son las sen ]%”, donde k € {—3,-2,—1,1,2,3}, luego
demostrar que estos seis nimeros son irracionales.
Solucion ¥ [005345]

Ejercicio 807

Determinar A y u complejos tales que los ceros de z* —4z> — 3672 4+ Az -+ 1 estdn en progresion aritmética.
Resolver luego la ecuacion.
Solucion ¥ [005349]

Ejercicio 808
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Sean xi, x2, x3 los ceros de X 42X — 1. Calcular x‘f +x‘2‘ +x‘3‘.

Solucidén V¥ [005350]
Ejercicio 809

Sean xp, ..., xg los ceros de X3 +X7 — X + 3. Calcular Yy x)zc—)lg (168 términos).

Solucidén V¥ [005351]
Ejercicio 810

1. Factorizar en R[X] y C[X] los siguientes polinomios :
a)X*-3 by X121 ¢)X®+1 d) X+ X0+ X3+ 1.
2. Factorizar los siguientes polinomios :
A)X*+@Bi—-1D)X—2—i b)) X+ (4+i)X>+(5-20)X +2-3i.

Solucidén V Vidéo W [006959]

Ejercicio 811

Encontrar todos los polinomios P que verifican la relacién
P(X?)=P(X)P(X +1).

Indicacidén V¥ Solucidén Vv Vidéo H [006960]

Ejercicio 812

Sea n € N. Demostrar que existe un tnico P € C[X] tal que
x 1 a1
VzeC Plz+—- =2+
z 7

Demostrar entonces que todas las raices de P son reales, simples, y pertenecen al intervalo [—2,2].
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [006961]

Ejercicio 813

1. SeaP=X"4+a,_1 X" '+ +a1X +ap un polinomio de grado n > 1, con coeficientes en Z. De-
mostrar que si P admite una raiz en Z, entonces esta divide ap.

2. ;Los polinomios X* — X% — 109X — 11 y X'% 4 X + 1 tienen raices en Z?

Solucidén V Vidéo M [006962]
Ejercicio 814
Sean ay, . ..,a, nimeros reales dos a dos distintos. Para todo i = 0,...,n, se establece
X—a;
Li(X) = ’

1<j<n @i —4j
J#i
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http://www.youtube.com/watch?v=aYIfJ9ze69o
http://www.youtube.com/watch?v=nC2gu_mKDR4
http://www.youtube.com/watch?v=8EYEgxhsGFA
http://www.youtube.com/watch?v=uMsrg-zPUko

(los L; son llamados polinomios de interpolacién de Lagrange). Calcular Li(a;). Sean by, ...,b, nimeros

n
reales fijos. Demostrar que P(X) = ¥ b;L;(X) es el inico polinomio de grado menor o igual a n que verifica :
i=0

P(aj) =b;, paratodo j=0,...,n.
Aplicacion. Encontrar el polinomio P de grado menor o igual que 3 tal que
PO)=1y P(1)=0y P(-1)=-2y P2)=4.

Solucidén Vv Vidéo W

[006963]

28 105.04 Fraccion racional

Ejercicio 815
Descomponer las siguientes fracciones racionales :
X3
)(37_'_1 en C, luego cn R, m en R,
X2 +X+1 1 .
X—12(X+ 17 en R, F(X)= o en C, notando que F(jX) = F(X),
X" +1 R 3X° 42X+ X2 +3X +2 R
en en
(X2+1)(X2+X+1) ' X4+1 ’
X3+X
———enC,1 R, —— _enR.
e en C, luego en XX+ en

[000443]

Ejercicio 816

X3-3X%?4+X -4

1. Descomponer

X -1

2X3 4+ X2 X +1

2. D
€SCOmpOner —7— X 12

2X3 4+ X2 X +1

3. Descomponer XX 11

X4 42X%2+1

4. D
escomponer Y71

5. Descomponer X4
X 4+X4+1
X3-X
X+ X441
X(X—-1)*

X +X*+1

6. Descomponer

7. Descomponer

8. Descomponer

(X—13(X+1)?

en elementos simples sobre R.

en elementos simples sobre R.

en elementos simples sobre R.

en elementos simples sobre R.

1 en elementos simples sobre R.
en elementos simples sobre R.

en elementos simples sobre R.

en elementos simples sobre R.
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http://www.youtube.com/watch?v=Ez8FgWWwzVE

X"4+3
(X2+X+2)3
(3—2i)X —5+3i

X24+iX+2

9. Descomponer en elementos simples sobre R.

10. Descomponer en elementos simples sobre C.

l .
- en elementos simples sobre C.

11. D —
escomponer X

12. Descomponer en elementos simples sobre C.

X
(X +1i)?
XZ

13. Descomponer en elementos simples sobre R y en C.

X441

14. Descomponer en elementos simples sobre R y en C.

X
X4+1
XZ

X4+1
XS
16. Descomponer

15. Descomponer en elementos simples sobre R y en C.

en elementos simples sobre R y en C.
X5

X0 —1
X3

17. Descomponer en elementos simples sobre R y en C.

X4 (X2 +X+1)2
X
(X24+1)(X2+4)
X%2-3
(XZ4+1)(X2+4)
Solucidén V¥ [000444]

18. Descomponer en elementos simples sobre Ry en C.

19. Descomponer

en elementos simples sobre R y en C.

20. Descomponer

en elementos simples sobre R y en C.

Ejercicio 817

x4+ 432 —6x+ 1

2x3 — x2
Indicacién V Solucidén V [000445]

Descomponer en elementos simples ® =

Ejercicio 818

200 —8x3 +8x2 —4dx+1

B(x—1)32
Indicaciéon V¥ Solucidén ¥V [000446]

Descomponer en elementos simples @ =

Ejercicio 819

. 4x0 =207 + 11" — 2 4+ 11x% +2x + 3
Descomponer en elementos simples & = .

x(x2+1)3
Solucién V [000447]
Ejercicio 820
1
Sean a y b dos reales distintos y F(X) = XX —b)" Usando la férmula de Taylor en a, para f(X) =
(X —a)"F(X), descomponer F en R. [000448]
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Ejercicio 821
Dar una CNS en f € C(X), para que exista g € C(X) tal que f =g’ [000449]

Ejercicio 822
Una aplicacion se llama valoracién v: C(X) — ZU{eo} talque : A € C* = v(A) =0,v(0) =0,Ja € C(X):
v(a)=1

V(f.8) € C(X)*,v(fg) =v(f) +v(g)
V(f.8) € C(X)%v(f+g) = min(v(f),v(g))

(con las convenciones obvias k + o0 =00, Vk > 1 : koo = o0, (00 = (), etc.) Determinar todas las valoraciones
de C(X) y demostrar la férmula (la suma de todas las valuaciones) :

v € C(X) {0}, Lv(f) =0.

[000450]

Ejercicio 823 Sustitucién de fracciones
Sea F € K(X) no constante y P € K[X], P # 0.
1. Demostrar que Po F # 0.

2. Demostrar que la aplicacién K(X) — K(X),G — GoF es un morfismo inyectivo de dlgebra.

3. (Bajo qué condiciones es sobreyectiva ?
4. Demostrar que todos los isomorfismos de cuerpo de K(X) son de esta forma.

Solucidén V¥ [003270]

Ejercicio 824 Multiplicidad de polos

Sean F, Gy,...,G,—1 € K(X) tales que F" + Gu_1F" ' +... 4+ Gy = 0. Demostrar que el conjunto de polos
de F estd incluido en la unién de los conjuntos de los polos de los G;. [003271]

Ejercicio 825 Conjunto de imdgenes de una funcién racional

Sea F € C(X). Estudiar F(C\ {polos}).
Solucidén ¥ [003272]

Ejercicio 826 F o G es un polinomio

Encontrar todos los pares (F,G) € (C(X ))2 tales que F o G € C[X] (utilizar el ejercicio 825).
Solucién ¥ [003273]

Ejercicio 827 Fracciones invariantes

1. Sea F € C(X) tal que F(e**/"X) = F(X). Demostrar que existe une tnico fraccién G € C(X) tal
que F(X) = G(X").
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n—1 2ikm/n
X
2. Aplicacién : Simplificar ;;6 ﬁ.

Solucidén V¥ [003274]

Ejercicio 828 Fracciones invariantes

SeaH={F cK(X)talque F(X)=F (%)}

1. Demostrar que : F € H < 3 G € K(X) tal que F(X) :G<X+%).

2. Demostrar que H es un subcuerpo de K(X).
3. (Cuénto vale dimy (K (X)) ? Dar una base de K(X) sobre H.

Solucidén V¥ [003275]

Ejercicio 829 Férmula de Taylor

Sea F € K(X) definida en a € K, demostrar que existe una fraccién G, definida en a tal que :

l n—lF(n71)<a) n
[003276]
Ejercicio 830 Derivada de 1/(x*>+1)
Sea F = s Demostrar que existe un polinomio P, € Z,[X] tal que F") = ﬁ Demostrar que
las raices de P, son reales y simples. [003277]

Ejercicio 831 Fracciones de grado negativo

SeaA = {F € K(X)/grad F < 0}. Demostrar que A es una sub-dlgebra de K(X). Determinar sus ideales.
Solucidén ¥ [003278]

Ejercicio 832 Descomposiciones practicas de fracciones racionales

Elementos de 1lera especie

1 1 5 15 35 35
215 32(6-17 64x—1)F 128(x—1) 256(x—1)2 2560 —1)
35 35 15 15 1
S 256(x+1)  256(x+1)2  128(x+1)3  64(x+1)* 32(x+1)°
(FP+1)? 4 8 8 4 1
L e L O ) ) ) SR PV
C4x+1l 1 49 17 3 8 17
T D= e R Rl Py Rl Py D2
()cz—)c—i—l)2_1+l+ 1
X (x—1)? x2 0 (x—1)2
x? 1 1 1 1

(212 4172 a—1)  aG+1)? Tt D)
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De tipo x> + 1

2 - 1
(x2_|_1)2 _(x2_|_1)2+x2+1
X 1 1 1 1 X X
W12 1612 8(x—1) 16(+12 8Gx+1) 402 +1)2  aG2+1)
X 1 1—x x+1
G- D241 4a—1)  202+1)2  42+1)
x° ISP S S SN & VL
(x2+1)2(x+1)2 4x+1)2 x+1 2(x2+1)2 x*+1
x5 x—1 1 5 19
CrDe—10 i) T a1 T a1 A=)
De tipo x> +x+ 1
X 1 1
a2 +1 :2(x27x+1) C2(24x+1)
1 14 X B X
xra?+1 22 4+x+1) 2(x*—x+1)
A1 12 1 2x+2
22 Hx+12 2 x (2Hx+1) +x2+x+1
30 —5x*+4x* —1lx+1 _ 23x+46 13x+18 3x—11
(x> 4+x+1)°0 T (2 4x+1)0 (x2+x+1)5+(x2+x+1)4

Otros elementos de 2a especie

X8 , 1/ 1 1 2x+1 2x—1
51 g - T3 2
x0—1 6\x—1 x+1 x*+x+1 x*—x+1

1_1<x+\@ B x—\@>
41 22\ 24+xv2+1 2—xv/2+1

X 1 1 1
1 _2ﬁ(x2—xﬂ+l _x2+xﬂ+1>
1 1 1( wx—?2 o'x—2 > w_l—l—\ﬁ ., 1—=4/5

B+l 5x+1) S\Z—wx+1 P—wxtl

Raices de la unidad

X1 n—l a)k iy
=1 2 —, w=e ln'/n
Xt —1 + k;on(x_wk)
xt—1 = n(x®—2xcosop+1)  n(x—1) n(x+1) pari, o =—
2k#n
v :nxn_I’ ® = e2im/n
Sx—of x—1
n_l 2n—2 n—2
! nx""* +n(n—1)x 2t/ .
k;) (— )2 (1 —1)2 , 0=e¢” (derivada)
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Polinomios de Chebyshev

1 _l”i’l (=D¥senfr  (2k+1)m
cos(narccosx) n /=y x—cosP, P 2n
1 1 x .. (2k+1)x
tan(narctanx) = g cos? B (tan B — ) +E sines 1mpar] . Br= e
2k#n—1
Diversos
x2n _ n (—l)kC£
(241 & (21
I =0 v A A ) LR oV
(XZ_ 1)n _k:O otk (x_ l)nfk (x—l—l)”*k
1 n—1 (_l)nr‘k jktn (_i)k-‘rn
TN, & . T N
(x2_|_1)n = n+k <(x_l)n k (x+l)" k)
n! _z",’ (-1 1kCk
(x+1)(x+2)-(x+n) =  x+k
2
X 1 X X
= — a#0 d 7
x*—2x2cosa+1 4cos(a/2) <x2 —2xcos(@/2)+1  x2+2xcos(a/2)+ 1> ' # 0 (modz)
[003279]
Ejercicio 833 Ensi PC 1999
1
Descomponer en elementos simples en R, luego en C : X1 2X+ (X —1)
Solucidén ¥ [003280]
Ejercicio 834 Calculo de derivadas
Calcular las derivadas p-ésimas de las fracciones siguientes :
1 ! 2 ! (a#0, (modr))
. . . mo .
XX+1)-(X+n) X2 —2Xcoso+1’ ’
1
3. a eR).
X2—-2Xsha—1’ (@€R)
Solucidén V [003281]
Ejercicio 835 Suma de series
Usando la descomposicién en elementos simples, calcular :
- 1 = 1 - n
1. . 2. _ 3. _ .
“in(n+1) ;n(n—l—l)(n—i—Z) ] nt+n24+1
Solucidén V [003282]

Ejercicio 836 Parte polar para un polo de orden 2
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Sea F(X) = R(IX) = X a;ZQ(X) , con Q(a) # 0. Encontrar la parte polar de F' en a en funcién de Q, luego

en funcion de R.

Solucidén V [003283]

Ejercicio 837
Sean ay,...,a, € K distintosy P = (X —ay) -+ (X —ay).

2\n
1. Descomponer la fraccién en elementos simples %

2. Demostrar que los coeficientes de los Xla~ son todos nulos si y solo si : (1+X2)P" —2nXP' +

n(n+1)P=0.

Solucién V [003284]

Ejercicio 838 P, con raices x; simples = Y x*/P'(x;) =0

Sea P € C,[X] (n > 2) teniendo n raices distintas : xp, ..., x,.
n
1
1. Demostrar que =0.
e L )

~

n
Xy
2. Calcular y —*—,para0<k<n—1.
,-; P'(x;)

Solucidén V¥ [003285]

Ejercicio 839 Las raices de P’ son los baricentros de las raices de P

Sea P € C[X] de raices x1,x2,. . .,X,, con las multiplicidades m;,my, ..., my,.
/

1. Descomponer en elementos simples %

2. Deducir que las raices de P’ estdn en la envolvente convexa de xi,...,X,.

Solucidén V¥ [003286]

Ejercicio 840 F'(X)/F(X)="--

’ n o
Sean ay,...,a, € K distintos y &, ..., 0, € K. (Existe F € K(X) tal que : FX) _ Z X9 roos2s7]
k=1

Ejercicio841 F(X+1)-F(X)=...

X+3
Encontrar las fracciones F € R(X) talesque : F(X + 1) —F(X) = XX 14)_ X0

Solucidén V [003288]

Ejercicio 842 Inversién de la matriz (1/(a; — b;))

1
Sean ay,...,ay,b1,...,b,, y c de escalares distintos. Se denota A la matriz cuadrada (( b > ) y Bla
ai—bj/j

matriz columna ( > . Demostrar que la ecuacién AX = B tiene una solucién Unica al considerar una

a,—«¢
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fraccidn racional bien elegida.
Solucién ¥ [003289]

Ejercicio 843 Raices de (X2 +1)PP' + X (P*+ P'?)

Sea P € R[X] teniendo £ distintas raices positivas (entre otras). Factorizar el polinomio Q = (X2 + 1)PP’ +
/

X (P? 4 P) en dos palabras, hacer aparecer % y demostrar que Q admite al menos 2n — 2 raices positivas.

Solucidén ¥ [003290]

Ejercicio 844 Desigualdad

" Pk
Sea P € R[X] unitario de grado n'y Q(X) = X(X —1)--- (X —n). Calcular ) H(l(c))
k=0 !
ik

y deducir la exis-

tencia de k € [0,n] tal que |P(k)| > g—'
Solucidén ¥ [003291]

Ejercicio 845 ENS MP 2002

1. Sea P € C[X] admitiendo dos raices distintas, tal que P” divide P. Demostrar que P tiene raices
simples.

2. Sea P € R[X] admitiendo dos raices reales distintas, tal que P divide P. Demostrar que P se divide
en R, con raices simples.

Solucidén V¥ [003292]

Ejercicio 846 Divisién de X — 1 por X? + 1

1. Efectuar la divisién de acuerdo a las potencias crecientes de X3 — 1 por X + 1 de orden 3.
X1 )
A1)
Solucién ¥ [003293]

2. Deducir una primitiva de f : x —

Ejercicio 847 Divisién de 1 por (1 —X)?

1. Efectuar la divisién de 1 por (1 —X)? segtin las potencias crecientes de orden n cualquiera.

2. Deducir 14+2cos6 +3cos20 +---+ncos(n—1)0,n € N*, 0 € R.

Solucidén V¥ [003294]

Ejercicio 848 Divisién de 1 —X? por 1 —2X cost + X?

1. Efectuar la divisién segun las potencias crecientes de orden cualquiera de 1 — X2 por 1 —2X cos 6 +

X2
n
2. Deducir el valorde 1+2 ) cosk@, (6 #0 (mod2x)).
k=1
Solucidén ¥ [003295]
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Ejercicio 849 Coeficientes de Bézout
Sean P =1+2X +3X*+3X°+2X*+X° y 0 = X°.

1. Verificar que P y Q son primos entre si.

2. Encontrar U,V € K[X] tales que UP+VQ = 1 (usar una divisién de acuerdo a las potencias cre-

cientes).
Solucién ¥ [003296]
Ejercicio 850
Descomponer en elementos simples en C(X) las siguientes fracciones racionales
1)X2+3X+5 2) X*+1 3) 1
X2 -3X+2 X-1)(X-2)(X-3) X(X —1)?
2 X2+1 3) 1 6) X6
(X —1)2(X+1)? (X =2)3(X+2)3 (X3-1)?
7 1 g) X%43 9) X
X6+1 X3 —3X*+5X3 -T7X>+6X -2 (X24+1)3(X2-1)
10) X041 " X741 12) X?+1
X5 X4+ X3 -X2+X -1 (XZ2+X+1)3 X(X —1)*X2-2)?
1
13 .
) X+1)7-X7-1
Solucién V [005335]
Ejercicio 851
Descomponer en elementos simples en C(X) las siguientes fracciones racionales
1 1 n!
1 2) ————— 3
)X”—l )(X—l)(X"—l) )(X—l)(X—Z)u-(X—n)
4) X 5)
X4 —2X2cos(2a) + 1 Xn+1
Solucidén V [005336]

Ejercicio 852
Sea U, el conjunto de raices n-ésimas de la unidad en C. Escribir como una fraccion racional (o ain reducir
. . oX +1
al mismo denominador) F = Z = T v T
ol O° X"+ oX +1
n
Solucidén V [005337]

Ejercicio 853

Sea F = 5, donde Py Q son polinomios no nulos y primos entre si. Demostrar que F es par siy solosi Py

Q son pares. Establecer un resultado andlogo para F' impar.
Solucidén ¥ [005338]

Ejercicio 854

Demostrar que (ﬁ

)acc es libre en K(X).
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Solucidén V¥ [005339]

Ejercicio 855

Calcular la derivada n-ésima de X2]+ T

Solucién V [005340]
Ejercicio 856

Sea P =a(X —x;)--- (X — x,), donde los x; no son necesariamente complejos distintos dos a dos y a es
/
un complejo no nulo. Calcular % De manera general, determinar la descomposicién en elementos simples

/
de %, cuando P es un polinomio dividido. Aplicacién : Encontrar todos los polinomios divisibles por sus
derivadas.

Solucion ¥ [005341]
Ejercicio 857

. . . 2
¢ Existe una fraccién racional F tal que (F(X))" = (X?+1)*?
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [006964]
Ejercicio 858

Sea F = 5 una fraccion racional escrita en forma irreducible. Se supone que existe una fraccién racional G
tal que G (P(X)> =X.

o(X)
aan+ t +a1X+a0
buX"+---+ b1 X + by

1. SiG= , demostrar que P divide (ap — bpX) y que Q divide (a, — b, X).

_aX+b
X +d

P
2. Deducir que F = 0 es de la forma F (X)

aX + . . -
3. ParaY = , expresar X en funcién de Y. Deducir la expresion de G.
cX+d
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [006965]
Ejercicio 859

Seane N*y P(X)=c(X—ay)--- (X —a,) (donde los a; son nimeros complejos y donde ¢ # 0).

1. Expresar usando Py sus derivadas las siguientes sumas :

W Y 5 Y
) v .\ *
k:]X—ak k=1 (X—ak)z 1<k, t<n (X—ak)(X—ag)
k£l
2. Demostrar que si z es raiz de P’, pero no de P, entonces existe A1,..., A, de reales positivos o nulos

n
talesque Y A =1yz= Y Agar. Sitodas las raices de P son reales, ;qué se puede deducir acerca
k=1 k=1
de las raices de P’ ?

n

Indicacioén V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [006966]
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http://www.youtube.com/watch?v=f93zdMxazWw
http://www.youtube.com/watch?v=7jn7oh2DdnQ
http://www.youtube.com/watch?v=BDJWi5Od7uA

Ejercicio 860

Descomponer las siguientes fracciones en elementos simples en R, por identificacion de los coeficientes.

X X3-3X24+X -4 2X3 4+ X2 X +1 X+1

.LF=—— 2.G= + 3.H= + + i _ At

X2—4 X—1 X2 _2X+1 X4+1
Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [006967]

Ejercicio 861

Descomponer las siguientes fracciones en elementos simples en R, razonando por sustitucién para obtener
los coeficientes.

X +X4+1 X34+X+1 X
T 2.G= A TA+TL 3.H=
X3-X (X—1)3(X+1) (X2+1)(X2+4)
2X4 4+ X343X2—6X+1
4. K =
2X3 — X2
Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [006968]
Ejercicio 862

Descomponer las siguientes fracciones en elementos simples en R.
4X6 —2X0 + 11X — X3+ 11X2 +2X +3

1. Usando divisiones euclidianas sucesivas : F =

X(X2+1)3
4X* —10X3 4-8X> —4X +1
2. Usando una divisién segun potencias crecientes : G = + +
X3(X —1)2
X4 +2Xx%+1
3. Idempara: H = L
X5-Xx3
X3 4+X4+1
4. Usando el cambio de indeterminada X =Y +1: K = L
X(X—-1)*
Indicacidén V¥ Solucién V¥ Vidéo N [006969]

Ejercicio 863

1. Descomponer las siguientes fracciones en elementos simples en C.

(3—-2i)X —5+3i X+i 2X
X2 +iX+2 X2 +i (X +1)?

2. Descomponer las siguientes fracciones en elementos simples en R, luego en C.

X +X+1 X2-3 X2 +1
X4—1 (X2+1)(X2+4) X4+1
Solucién V¥ Vidéo W [006970]

Ejercicio 864
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http://www.youtube.com/watch?v=KHEyahxXAKk
http://www.youtube.com/watch?v=cMc2VRPKaKI
http://www.youtube.com/watch?v=S53f12bRBhE
http://www.youtube.com/watch?v=ocbw3l8Wwl0

Se establece Qp = (X —1)(X —2)%, Q1 =X (X —2)? y 0 = X(X — 1). Utilizando el descomposicién en ele-
mentos simples de encontrar de polinomios Ag, Ay, Aj tales que AgQp+A101+A20, = 1.

X(X—1)(X—2)%’
(Qué se puede Deducir sobre Q, Q> y Q37
Solucidén V Vidéo H [006971]

Ejercicio 865

Sea T, (x) = cos (narccos(x)), parax € [—1,1].

1. (a) Demostrar que para todo 6 € [0, 7], 7, (cos 6) = cos(n6).
(b) Calcular Ty y T7.
(c) Demostrar la relacién de recurrencia 7,12 (x) = 2xT,,41 (x) — T,(x), para todo n > 0.
(d) Deducir que 7;, una funcién polinomial de grado n.

2. Sea P(X) = A(X —ay)--- (X — a,) un polinomio, donde los a; son dos a dos distintos y A # 0.

Demostrar que
1

1y Pl
P(X) k;x_ak

3. Descomponer % en elementos simples.
n

Indicaciéon Vv Solucidén ¥ [006972]

29 105.05 Definicion, grado, producto
30 105.99 Otro

Ejercicio 866
Demostrar que para todo n € N* existe un polinomio P, y solo uno tal que

VO €R, P,(2cos) =2cosnb.

Demostrar que P, es unitario y sus coeficientes son enteros. Deducir los r racionales tales que cosr7 es
racional. [000424]

Ejercicio 867

Determinar, si existe, todos los ideales J de R[X] tales que : I(P) C J C R[X], con I(P) ideal generado por
P en los siguientes casos :

P=X>+X+1, P=X>+2X+1, P=X’+3X—4.

[000425]

Ejercicio 868

Encontrar un polinomio P de grado < 2 tal que

P()=—2 y P(-2)=3 y P0)=—1.
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http://www.youtube.com/watch?v=FPyfOQL32Hg

Solucidén V¥ [000426]

Ejercicio 869

Encontrar el polinomio P de grado menor o igual que 3 tal que :

PO)=1y P(1)=0y P(—1)=—-2y P(2) =4.

Solucién V Vidéo W [000427]
Ejercicio 870
k+1
Encontrar los polinomios P de R[X] tales que Yk € Z / P(t)dt = k+1 (se puede usar el polinomio
Jk
X
Ox) = / P(t)dt). [000428]
0
Ejercicio 871
Sea (Py, Py, ..., P,) una familia de polinomios de K[X] tal que Vk € {0,...,n} grad P, = k. Demostrar usando
una induccién cuidadosa que esta familia es libre. [000429]
Ejercicio 872

Sean € N*fijoy A: R, [X] — R,[X], P(X) — P(X+1)— P(X).
1. Demostrar que A es lineal, i.e. que ¥(a,b) € R? y (P,Q) € R,[X], A(aP+bQ) = aA(P) +bA(Q).
2. Determinar ker(A) = {P € R,[X]/A(P) =0}.

1

3. Sean Hy=1lyparake {l,...,n} H,= EX(X_ 1)...(X —k+1). Calcular A (Hy).
4. Sea Q € R,_[X]. ;Coémo encontrar P € R,[X] tal que A(P) = Q.

5. Determinar P, para Q = X2 tal que P(1) = 0.
6

. Deducir la suma 12422+ --- +n2.

[000430]
Ejercicio 873
Resolver la ecuacién de incégnita P € C[X] : P(X + 1)P(X) = —P(X?). [000431]
Ejercicio 874
Sea (P,Q) € R,[X]? tales que 3 (a,A) € (R™)%,Vx €] —a,al, |P(x) — Q(x)| <A [x""!|. ;Qué se puede decir
de Pyde Q7 [000432]
Ejercicio 875

Sean W, = (X2 — 1)", L, = =k ARE

— 2™l
1. Dar el grado de L,, su coeficiente dominante, su paridad y calcular L, (1). Dar Ly,L;,L,.
2. Demostrar : Vn > 1,(X? — 1)W, = 2nXW,, y deducir :

VneN, (X2 —1)L, +2XL, —n(n+1)L, = 0.
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http://www.youtube.com/watch?v=59DItk_pxuc

3. Demostrar luego que : Vn > 1, L], = XLn 1 +nL,—1yquenL, = XL L 1
4. Demostrar en fin que los polinomios L, se pueden definir por recurrencia :

(I’L—|— 1)Ln+1 = (2n+ 1)XLn —nL,_.

[000433]

Ejercicio 876

Demostrar que si n > 3, la ecuacion x4+ y" = z" no tiene solucién no trivial (i.e. xyz # 0) en C[X]. Indi-
cacion : Se puede asumir x,y,z, sin factores comunes. Derivar la relacién, multiplicarla por z y estudiar el

grado. [000434]
Ejercicio 877
Sean € N*, P € C[X] de grado n, con P(0) = 1,P(1) =0, demostrar :
1
sup |P(z)] > 1+ —.
lz]=1 n
2ikw

Indicacion : wy = entl, demostrar Z P(wi) = (n+1)ay, [000435]

k=0

Ejercicio 878

1. Lema : Sea P € C[X] no constante, z9p € C, demostrar que

Ve >0, 3z€ D(z0,€) ={z€Cl||lz—20| < €}, |P(2)] >|P(20)].

grad P B
Indicaciones : Escribir P(zo+h) = P(z0) + Z —P ), donde k es el entero estrictamente posi-

tivo mds pequefio tal que PV (z0) #0. Se propone demostrar el teorema de d’ Alembert-Gauss : todo
polinomio no constante con coeficientes complejos admite una raiz compleja.

2. Explicar por qué el minimo de la funcién z — |P(z)| se alcanza en un disco centrado en 0, digamos
D(0,R), y explicar por qué :
S e C, [Pla)] = inf|P()].
4

3. Demostrar con el lema que P(zg) = 0.

[000436]
Ejercicio 879
Seane N*,y P(X)=(X+1)"— (X —1)". (Cudl es el grado de P ? Factorizarlo en C[X]. [000437]
Ejercicio 880
Sea P € R[X] un polinomio cuyos ceros son todos reales y distintos, demostrar que ¢ = (P')? — PP" no tiene
cero real. [000438]
Ejercicio 881

Sea K C C un cuerpo con las leyes usuales sobre C y P € K[X] no constante.
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1. Demostrar que si & es raiz de P de multiplicidad m € [1,+oo[, entonces « es raiz del polinomio P/,
con la multiplicidad m — 1.

2. Se supone K =Ry P dividido en R. Demostrar que P’ se divide en R (se utiliza el teorema de Rolle).

[000439]

Ejercicio 882
Sean m,n € [1,+oo[,d =mcd(m,n) yP=X"—1,0=X"—1,D=X?—-1¢€ C]X].

1. (a) Demostrar que six € C es raiz comtn de Py Q, entonces x es raiz de D (se puede usar la igualdad
de Bézout en Z).

(b) Demostrar que si y € C es raiz de D, entonces y es raiz comtin de P y Q (utilizar la definicién de
d).

2. (a) Sean A,B € C[X] tales que toda raiz de A es raiz de B. ;Se puede deducir que A divide B? La
misma pregunta si las raices de A son simples.

(b) Demostrar que las raices de D'y P son simples y deducir que med(P, Q) = D.

[000440]

Ejercicio 883

Sean los polinomios complejos Py = X3 —2, P, = X* +4y Py = X*4-4X3 4 8.
1. Estudiar su irreductibilidad en C y en R.
2. Demostrar que P; es irreducible en Q (se utiliza que \3@ ¢ Q).
3. Demostrar que P es reducible a Z.

4. Demostrar que P; es irreducible en Z.

[000441]

Ejercicio 884

Sea P = X* —5X3 +9X? — 15X + 18 € C[X]. Determinar todas las raices complejas de P sabiendo que dos
de ellas tienen 6 por producto. [000442]

Ejercicio 885 Familias libres de polinomios

Sea a,b € K, a # b. Se define P, = (X —a)*(X — b)"*. Demostrar que la familia (P,...,P,) es libre.
[003164]

Ejercicio 886 Férmula de Van der Monde

Sea n € N*. Para k € [[0,n] se establece P, = X¥(1 — X)"*. Demostrar que % = (P,...,P,) es una base

n

n
de R, [X]. Calcular los componentes en % de gx" (X"(1—X)"). Deducir el valor de ¥, (CF)2. [003165]
k=0

Ejercicio 887 Familia libre de polinomios

Sean U,V € K[X] no constantes y sea P, = U¥V"~*, Demostrar que (P,...,P,) es libre ...
1. cuando U AV = 1.
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2. cuando (U,V) es libre.

[003166]

Ejercicio 888 Ensi PC 1999

Determinar los polinomios P € Ry, (X) tales que P(X)+ 1 es miltiplo de (X —1)" y P(X) — 1 es miiltiplo
de (X +1)".

Solucion V [003167]

Ejercicio 889 Operador diferencia
XX—-1)---X—-p+1)
p!

1. Demostrar que la familia (U, ) e es una base de K [X].

2. Calcular A"(U,).
3. Deducir que : VP € K,[X], se tiene P = P(0) + (AP)(0)U; + (A’P)(0)Us + - - - + (A"P)(0)U,.
4. Sea P € K[X]. Demostrar que :

(Vn € Z, se tiene P(n) € Z) < ( las coordenadas de P en la base (U,,) son entidres).

Se denota U, = ,PEN,yA:K[X] > K[X], P~ P(X+1)—P(X).

5. Sea f: Z — 7, demostrar que f es polinomial siy solo si: 3 n € N tal que A"(f) = 0.

[003168]

Ejercicio 890 Libertad de P(X),...,P(X +n)

Sea P € K[X] de grado n. Demostrar que la familia (P(X),P(X +1),...,P(X +n)) es una base de K,[X].
(Utilizar el operador A del ejercicio 889)
Solucién V [003169]

Ejercicio 891 (X +2z)",...,(X +z)" (Central MP 2003)

Seak € N*y z0,...,z complejos. Sean los polinomios Py = (X +29)",...,Pr = (X +z¢)". Dar una condicién
necesaria y suficiente para que (P, ..., P) sea una base de C,,[X].
Solucidén ¥ [003170]

Ejercicio 892 P—X | PoP—X

1. Sea P € K[X], demostrar que P — X divide PoP —X.
2. Resolveren C: (2 +3z+4+ 1)+ 322 +8z+4=0.

Solucidén Vv [003171]

Ejercicio 893 P— P(X+1)+P(X —1)—-2P(X)
Sea ®: K[X] — K[X],P — P(X + 1)+ P(X — 1) — 2P(X)
1. Determinar grad(®(P)) en funcién de grad P.
2. Deducir ker® y Im®.
3. Demostrar que : VQ € K[X], 3! P € K[X] tal que ®(P) = Q, P(0) = P'(0) =0.
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[003172]

Ejercicio 894 P — (X —a)(P'(X)+P'(a))+P(X)—P(a)

Seaae Ky ®:K,[X| — Ky[X],P— (X —a)(P'(X)+P'(a)) + P(X) — P(a). Determinar ker® y Im®.
Solucidén ¥ [003173]

Ejercicio 895 A> +B=C>+D

gradA = gradC =m
Sean A,B,C,D € R[X] tales que : { grad B < 2m, gradD < 2m

A3+B=C*+D.
Demostrar que A = C y B = D. Encontrar un contraejemplo con polinomios con coeficientes complejos.
[003174]

Ejercicio 896 P(n)|P(n+P(n))

Sea P € Z[X], n € Z,y p = P(n). Demostrar que p divide P(n+ p).
Solucidén ¥ [003175]

Ejercicio 897 P(a/b) =0 = a — kb divide P(k)

Sea P € Z[X] y a,b € Z* primos entre si tales que P(%) =0.

1. Demostrar que a divide el coeficiente constante de P.
2. Demostrar que para todo k € Z, a — kb divide P(k).

Solucidén V¥ [003176]

Ejercicio 898 Automorfismos de polinomios

Para A € K[X] se denota ®4 : K[X]| — K[X]|,P — PoA.
1. Demostrar que las aplicaciones ®,4 son los tnicos endomorfismos del dlgebra de K[X].
2. (Bajo qué condicién ®,4 es un isomorfismo ?

[003177]

Ejercicio 899 Sub-anillo no principal de polinomios

Sea A = {P € K[X] cuyo coeficiente de X es nulo}. Demostrar que A es un subanillo no principal de K[X].
[003178]

Ejercicio 900 Ecuacién P24 Q% = (X>+1)?

Encontrar P,Q € R[X] primos entre s tales que P> + Q% = (X? + 1)
Solucién ¥ [003179]

Ejercicio 901 Ecuacién X(X — 1)P'+ P2 — (2X +1)P+2X =0

Encontrar todos los polinomios P € K[X] tales que : x(X — 1)P' + P> — (2X +1)P+2X = 0.
Solucién V [003180]
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Ejercicio 902 P(X)+P(X +1) =2X"

1. Demostrar que existe un dnico polinomio P, € K[X] tal que P,(X) + P,(X + 1) = 2X".
2. Encontrar una relacién de recurrencia entre P, y P,_j.

3. Descomponer P,(X + 1) en la base (P)ren.

4. Demostrar que P,(1 —X) = (—1)"P,(X).

Solucién ¥ [003181]
Ejercicio 903 (1 —X)"P+X"Q =1

1. Demostrar que existe P,Q € K,,_1[X] unicas tales que (1 —X)"P+X"Q = 1.

2. Demostrar que Q = P(1 —X).

3. Demostrar que : 3 A € K tal que (1 —X)P' —nP = AX"" 1,

4. Deducir P.
Solucién V [003182]
Ejercicio 904 Endomorfismos que conmutan con la derivacién
Sea ® € ZK[X] conmutante con la derivada, es decir : VP € K[X], se tiene ®(P') = ®(P)’.

1. Demostrar que existe una sucesion tnica (a)ren de escalares tales que :

n
VP € Ku[X], se tiene ®(P) =) a P
k=0
(Se escribe formalmente : ® = ¥, a;D¥, con D(P) = P')
k=0
2. Descomponer asi el endomorfismo & : P — P(X +1).
[003183]

Ejercicio 905 P es positivo = P+ P'+ P" 4 --- también
Sea P € R[X] tal que : Vx € R, se tiene P(x) > 0. Demostrar que : Vx € R, se tiene (P+P' +P"+---)(x) > 0.
Solucién ¥ [003184]
Ejercicio 906 P(tanca) = Q(ﬁ)
Sea P € R[X]. (Existe Q € R[X] tal que Vot € | -, Z [, P(tanar) = Q(ﬁ) ?
Solucién ¥ [003185]

Ejercicio 907 X" +1/X" = P,(X + 1/X)

1. Demostrar que para todo entero n € N existe un tnico polinomio P, € Z[X] verificando :

VzeC* "+7"=P(z+z ).
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2. Determinar el grado, el coeficiente dominante, y las raices de P,.

3. Para P € C[X], se denota P el polinomio tal que :

VzeC*, P(z)+P(z ") =P(z+z7").

Estudiar la aplicacién P — P.

Solucidén V [003186]

Ejercicio 908 Polytechnique MP* 2000

1. Dar un isomorfismo f entre C"*! y C,[X].
2. Demostrar que o : C**! — C"*! (ay,...,a,) — (an,ao,...,a, 1) es lineal.

3. Si (P,Q) € (C[X])?, se define el producto PQ como el resto de la divisién euclidiana de PQ por
X"+ — 1. Demostrar que la aplicacién inducida por ¢ sobre C,[X] (es decir foc o f~!) es la apli-
cacién que a P asociada X P.

4. Sea F un subespacio de C"*! estable por 6. Demostrar que existe un polinomio Q tal que f(F) =
{RO, R € C,[X]}.

Solucidén V¥ [003187]

Ejercicio 909 Central MP 2002

Determinar todos los polinomios P tales que P(C) C R, luego tales que P(Q) C Q y finalmente tal que
PQ) =Q

Solucidén ¥ [003188]

Ejercicio 910 Polytechnique MP 2002

Sean xi,...,x, € C distintos y yy,...,y, € C. Encontrar E = {P € C[X] tal que Vi, P~'({y;}) = {x:} }.
Solucién ¥ [003189]

Ejercicio 911 ENS Ulm MP 2002
Sea S C Nfinitoy P = ¥ a,X* € C[X].
seS
1. Se supone que los a, son reales. Demostrar que P tiene menos raices estrictamente positivas distintas
que la sucesion (ag) no tiene cambio de signo.

2. Se supone que P verifica : Vs € S, P(s) = 0. Demostrar que P es nulo.

Solucidn V¥ [003190]

100
Ejercicio 912 ) ﬁ > 1 (Ens Ulm-Lyon-Cachan MP* 2003)
k=1

OOk

1

Demostrar que el conjunto de soluciones de la desigualdad Y} +—% = 1 esuna unioén finita de intervalos
k=1

disjuntos. Calcular la suma de las longitudes de estos intervalos.

Solucidén V [003191]
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Ejercicio 913 Polinomio positivo (Ens Ulm MP* 2003)

Sea P € R[X]. Demostrar :
(Vx> 0, P(x) >0) < (3 £ € Ntal que (X + 1)*P(X) tiene loa coeficientes estrictamente positivos).
Solucién ¥ [003192]

Ejercicio 914 Divisores primos de la sucesién (P(n)) (Ens ULM-Lyon-Cachan MP* 2003)

Sea P € Z[X] no constante y E el conjunto de divisores primos de al menos un P(n), n € Z. Demostrar que E
es infinito.
Solucién V [003193]

Ejercicio 915 Central MP 2004

Sea n € N*. Demostrar la existencia de P, € R[X] tal que 1 + X — P? es divisible por X".
Solucién V [003194]

Ejercicio 916 Polinomios con coeficientes enteros, ULM-Lyon-Cachan MP* 2004

L
Se da un entero n > 0. Demostrar que existen polinomios Py, . .., B, en Z,[X| tales que Vi, j € [0,n], | / t'Pi(t)dt =
0 L h
0jj-

Solucidén V¥ [003195]

Ejercicio 917 a/b+b/c+c/a

Sean a, b, c las raices de X + pX +¢, ¢ # 0. Calcular : ¥ (g(ag + G(bg i o(c) )
oES
Solucién ¥V } [003254]

Ejercicio 918 1/(x;—1)

1
x;i—1°
Solucidén V¥ [003255]

4
Sean x1,x7,x3,x4 las raices de X*+X + 1. Calcular )
i=1

Ejercicio 919 x;/(x;x;)

Sean xi,...,xs las raices de X3 + X7 — X%+ 3. Calcular Y, x)g"ck.
1<i<g
1<j<k<8

Solucidén V¥ [003256]

Ejercicio 920 x/

Sean a, b, ¢ las raices de X> — X + 1. Calcular a’ +57 +¢’.
Solucidén ¥ [003257]

Ejercicio 921 a+b+c,a®+b*>+c* 1/a+1/b+1/c dados
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Resolver
a+b+c=0

a>+b* 4+ =1

Solucidén V¥ [003258]

Ejercicio 922 Ensi P 90

xX+y+z=2
Resolver en C el sistema : y rz
1 1 . 11
x y z 2
Solucidén V¥ [003259]

Ejercicio 923 [ 11 P(t)dt = d(P(a) + P(b) + P(c))

1
Encontrar a,b,c,d € R tales que : VP € R3[X], / P(t)dt =d(P(a)+P(b) + P(c)).
-1

Solucidén V¥ [003260]

Ejercicio 924 a,b,c en progresién geométrica

Sean a, b, c € C. Demostrar que estos niimeros estdn en progresién geométrica si y solo si (ab+ac +bc)? =
abc(a+b+c)’. [003261]

Ejercicio 925 Condicién que vincula las raices
Sea P = X3 + pX + q de raices a, b, c.

1. ¢Existen CNS para que estas raices estén en los vértices de un cuadrado ?
2. (Existen CNS para que a> 4+ b> = 14 ¢>?

Solucidén V¥ [003262]

Ejercicio 926 Condicién que vincula las raices

Sean A, B,C los puntos cuyos afijos son las raices de x> + pX + ¢, p,q € C. ;Bajo qué condicién sobre p y
q se tiene AB =AC = 2BC?
Solucidén V [003263]

Ejercicio 927 Condicién que vincula las raices

Sea P = X* +aX? + bX + ¢ de raices o, B, 7, 8. Dar CNS para estas raices estén en progresién aritmética.
Solucién ¥ [003264]

Ejercicio 928 Transformacioén de ecuaciones

Sean x1,x2,x3 las raices de X3 +2X? + 3X +4. Calcular el polinomio unitario de R3 [X] cuyas raices son
X1 +x2,X2 +X3,%3 +X1.

170



Solucidén V¥ [003265]

Ejercicio 929 Transformacién de ecuaciones

Sean x1,x2,x3 las rafces de X +aX? + bX + c. Calcular el polinomio unitario de R3[X] donde x3,x3,x% son

las raices.
Solucidén Vv [003266]

Ejercicio 930 2X> +5X? — X + A tiene una raiz de médulo 1

Encontrar A € R tal que 2X> 4 5X? — X + A tiene una raiz de médulo 1.
Solucidén V [003267]

Ejercicio 931 Polinomios cuyas raices tienen médulo 1

Sea n € N* y & el conjunto de polinomios con coeficientes enteros, unitarios de grado n y donde todas las
raices tienen médulo 1.
1. Demostrar que & es finito.
2. Para P € & de raices xy,...,X,, se denota Pel polinomio unitario de raices x%, ...,Xx2. Demostrar que
Pecé&.
3. Deducir que : VP € &, las raices de P son raices de la unidad.

Solucidén V¥ [003268]

Ejercicio 932 Central MP 2001

Sea f(x) = x*+ax®+bx*+cx+d, con a, b, c,d reales. Dar una condicién necesaria y suficiente sobre a, b, ¢, d,
para que exista una recta que corta la curva representativa de f en cuatro puntos distintos M, M>, M3, My
tales que MM, = MMz = M3My.

Solucién ¥ [003269]

Ejercicio 933 ***

. n—1
Sea ay = ¥ /"y Q =1 +2X +---+nX"". Calcular [] O(wy).
k=0

Solucidén Vv [005314]

Ejercicio 934 **
Sea P un polinomio diferente de X. Demostrar que P(X) — X divide P(P(X)) — X.
Solucidén ¥ [005320]

Ejercicio 935 ***

Sea P un polinomio con coeficientes enteros relativos de grado mayor o igual que 1. Sea n un entero relativo
y m= P(n).

1. Demostrar que Vk € Z, P(n+ km) es un entero divisible por m.

2. Demostrar que no existe polinomios no constantes con coeficientes enteros, tales que P(n) sea primo
para todo entero n.
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Solucidén V¥ [005321]

Ejercicio 936 *** Polinomios P verificando P(Z) C Z
Sea E la parte de C[X] formada por polinomios P verificando Va € Z, P(a) € Z.

n
1. Sea Py =1y para n entero natural no nulo, P, = % kH1 (X + k) (se puede definir la notacién P, =
Cxnn). Demostrar que Vn € N, P, € E.

2. Demostrar que toda combinacién lineal con coeficientes enteros relativos de los P, es ain un ele-
mento de E.

3. Demostrar que E es el conjunto de combinaciones lineales con coeficientes enteros relativos de P,.

Solucidén V¥ [005322]

Ejercicio 937 ***T

Encontrar un polinomio de grado 5 tal que P(X) + 10 sea divisible por (X 4-2) y P(X) — 10 sea divisible
por (X —2)3.

Solucion ¥ [005326]

Ejercicio 938 ***]

Encontrar los polinomios P de R[X] verificando P(X?) = P(X)P(X + 1) (pensar en las raices de P).
Solucién ¥ [005327]

Ejercicio 939 **

Resolver en C? (resp. C*) el sistema :

X+y+Z:1 X+y+Z+t:0
il 2 4y 42+ =10
}+§+2_ By +2+3=0
xyz = —4 Ayt At =26
Solucion ¥ [005330]

Ejercicio 940 **T

Encontrar todos los polinomios P verificando P(2X) = P'(X)P"(X).
Solucién ¥ [005331]

Ejercicio 941 **

Factorizar en C[X] el polinomio 12X* + X3 + 15X2 — 20X + 4.
Solucién V [005332]

Ejercicio 942 ***

Sea n € N*. Demostrar que (X — 1)*" —X?* 12X — 1 es divisible por 2X3 —3X? 4 X, luego determinar el
cociente.
Solucidén V [005333]
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Ejercicio 943 **I

Determinar dos polinomios U y V verificando UX" +V (1 —X)" =1y gr(U) <my gr(V) < n.
Solucién ¥ [005334]

Ejercicio 944

Sea P un polinomio de grado n entero natural no nulo, donde los a; son enteros relativos y ag y a, son no
nulos. Sean p un entero relativo no nulo y ¢ un entero natural no nulo tal que p A ¢ = 1. Demostrar que, si
r= g es una raiz (racional) de P, entonces p divide ag y ¢ divide a,. Aplicacion. Resolver en C la ecuacién
924 =32+ 1622 — 62— 4 = 0.

Solucién ¥ [005343]

Ejercicio 945 Ecuaciones reciprocas

Resolver en C las siguientes ecuaciones :
1. 24 +223 4322 +2z+1 =0 poniendo Z = 7+ % (o de otra manera).
2. 28 -5 45452 +5z—1=0.
3.7/ =12+ 72+ 72 -1 —z+1=0.

Solucidén V¥ [005344]

Ejercicio 946

Sea P un polinomio con coeficientes complejos de grado 4. Demostrar que las imagenes en el plano complejo
de las raices de P forman un paralelogramo si y solo si P’ y P®) tienen una raiz comin

Solucidén V¥ [005346]
Ejercicio 947

V4yz+2=17
Resolver en C3 el sistema { 22 +zx+x2 =13

x4+ xy+y>=3.
Solucidén V¥ [005347]
Ejercicio 948

Sea n un entero natural superior o igual a 2. Para k € Z, se establece @y = /"

1. Calcul "ﬁ1<1 2
. alcular +7>
=0 270)](

n—1
2. Demostrar que, para todo real a, [] (07 —2aycosa+ 1) = 2(1 —cos(na)) (preguntas indepen-
k=0
dientes.)

Solucién Vv [005348]

Ejercicio 949

Resolver en C la ecuacién z* — 21z + 8 = 0 sabiendo que existen dos soluciones que son inversas entre si.
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Solucidén V¥ [005352]

31 106.01 Definicion, subespacio

Ejercicio 950

Determinar cuéles de los conjuntos E, E,, E3 y E4 son subespacios vectoriales de R3.

Er={(xyz) eR’ | 3x—Ty=z}
Ey={(x,y,2) €R? | ¥ =72 =0}
E3={(x,y,2) €ER} | x+y—z=x+y+z=0}
Ey={(x,y,2) €R? | z(x* +y*) =0}.
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000886]
Ejercicio 951
Sea R’ dotado de la ley interna & definida por a © b = ab,Va,b € R’y de ley externa ® tal que A ®a =
a* Vae R%,VA € R. Demostrar que E = (R ,®, ®) es un R-espacio vectorial. [000887]
Ejercicio 952
Entre los siguientes conjuntos reconocer aquellos que son subespacios vectoriales.
Ey={(x,y,2) €R’ |x+y+a=0yx+3az=0}, Ey={f€ Z(RR)|f(1) =0}, E3=
(fe Z®RR)[F0)=1},  Ei={(xy) €R?|x+ay+1>0}.
Indicacién ¥ Solucién V¥ Vidéo W [000888]
Ejercicio 953
Entre los siguientes conjuntos, reconocer cuales son subespacios vectoriales :
Ey={(x,y,2) R /x+y =0} E} ={(x,y,2) € R?/xy =0}.
Er={(x,y,zt) ERY/x =0,y =2z} Ej ={(x,y,2) R /x=1}.
E3={(x,y) € R?/x*+xy > 0}; Ey={(x,y) € R?/x*+xy+y*>>0}.  [000889]
Ey={f € R®/f(1)=0}; Ey={f eR*/f(0) =1}

El = {f € RR/f es creciente}.

Ejercicio 954

Determinar si R?, equipado con las siguientes leyes internas y externas, es o no es un R-espacio vectorial :
1. (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d); Aa,b) = (a,Ab),A €R.
2. (a,b) +(c,d) = (a+c,b+d); A(a,b) = (A%a,A%b),A €R.
3. (a,b)+ (¢,d) = (c,d); A(a,b) = (Aa,Ab),A €R.

[000890]

Ejercicio 955

Decir si los siguientes objetos son espacios vectoriales :
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. El conjunto de funciones reales en [0, 1], continuas, positivas o nulas, para la adicién y el producto

por un real.

El conjunto de funciones reales en R verificando liT f(x) = 0 por las mismas operaciones.
X—+oo

2x1—x+x3=0

. El conjunto de soluciones (x1,x2,x3) del sistema : ¢ x; —4xy +7x3 =0

X1+ 3xp —6x3=0.

4. El conjunto funciones continuas en [0, 1] verificando f(1/2) =0.

5. El conjunto R* , para las operaciones x @y = xy y A -x = x*, (A € R).

6. El conjunto de funciones impares en R.

b
El conjunto de funciones en [a, b] continuas, verificando f(a) =7f(b) + / £ f(t)dtr.
a

8. El conjunto de funciones en R que son nulas en 1 o nulas en 4.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.

El conjunto de funciones en R que se puede escribir como la suma de una funcién nula en 1 y de una
funcién nula en 4. Identificar este conjunto.

El conjunto de polinomios de grado exactamente 7.

El conjunto de funciones de clase C? verificando " + w*f = 0.

El conjunto de funciones en R tales que f(3) = 7.

El conjunto de primitivas de la funcién xe* sobre R.

El conjunto de ndimeros complejos de argumento 7w /4 +km, (k € Z).
El conjunto de puntos (x,y) de R?, verificando sen(x +y) = 0.

El conjunto de vectores (x,y,z) de R* ortogonales al vector (—1,3,—2).

1
El conjunto funciones continuas en [0, 1] verificando / senxf(x)dx=0.
0

El conjunto de polinomios sin término de grado 7.
El conjunto de funciones pares en R.

[000891]

Ejercicio 956

Demostrar que el conjunto & = {f € R®/(3(a,9) € R?)(Vx € R)f(x) = acos(x — @)} es un R-espacio
vectorial. [000892]

Ejercicio 957

Sea E un espacio vectorial.

1.

2.

Sean F' y G dos subespacios de E. Demostrar que

F UG es un subespacio vectorialde E <— F CGoGCF.

Sea H un tercer subespacio vectorial de E. Demostrar que

GCF=FnN(G+H)=G+(FNH).
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Indicacidén V¥ Solucién Vv Vidéo N [000893]

Ejercicio 958

Se provee R? de la adicién usual y de la ley externa A (x,y) = (Ax,y). {Es un R-espacio vectorial?  [000894]

Ejercicio 959

Demostrar que {(x,y,z) € R¥/x+y+z=0y 2x—y+3z=0} es un subespacio vectorial de R*.  [000895]

Ejercicio 960

Demostrar que

F={fcCR,R)|IA,0¢) cR*VxeR,f(x)=Acos(x+¢)}

es un espacio vectorial. [000896]

Ejercicio 961

Hwh o=

VERDADERO o FALSO

El conjunto {0} es un espacio vectorial real.
El conjunto {0, 1} es un espacio vectorial real.
Todo subespacio vectorial que no sea {0} tiene un subespacio estricto.

La interseccion de dos subespacios vectoriales (de un mismo espacio mds grande) es un espacio
vectorial.

5. Launién de dos subespacios vectoriales es un espacio vectorial.

6. La suma de dos subespacios vectoriales es un espacio vectorial.

7. El producto cartesiano E X F' de dos espacios vectoriales es un espacio vectorial.

[002425]

Ejercicio 962

Se denota R” el conjunto de los n-tuples (xi,...,x,) nimeros reales; R[X] el conjunto de polinomios con
coeficientes reales en la variable X ; R[X], el subconjunto de polinomios de grado < p; R(X) el conjunto de
fracciones racionales con coeficientes reales en la variable X ; R(X), el subconjunto de fracciones racionales
de grado < p; CX(R) el conjunto de funciones reales definidas en R y k veces continuamente derivables
(k = 0 entero); C*(R) el conjunto de funciones infinitamente derivables en R.

1.

Equipado con las operaciones usuales de suma y multiplicacién, ;cudles de estos conjuntos son
espacios vectoriales ?

Demostrar que R[X], C R[X] C R(X) y que C*(R) C C¥(R) C C°(R), y que son subespacios vec-
toriales.

. Si se identifican los polinomios y las fracciones racionales con las funciones correspondientes, ;se

tiene R[X] C C*(R) y R(X) C C*(R)?
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[002427]

Ejercicio 963
Sea E un espacio vectorial de dimension finita, F, G dos subespacios de E. Demostrar que dim(F + G) =
dimF 4+ dim G —dim(F N G). [002428]
Ejercicio 964

Sea E = R[X], (polinomios de grado < n),y P € E.

1. Demostrar que el conjunto Fp de polinomios de £ multiplos de P es un subespacio vectorial de E.
(Cudl es la dimensién en funcién del grado de P?

2. Sea Q € E un polinomio sin raiz comin con P, y tal que grad P + grad Q = n+ 1. Demostrar que
E=Fp®Fyp.

3. Deducir que existen dos polinomios U y V tales que UP+VQ = 1.

[002429]

Ejercicio 965

Sea E el espacio vectorial de funciones reales infinitamente derivables con valores en R.

1. Demostrar que las cuatro funciones definidas por
x1(t) = costcosht, x(t) =sentcoshr, x3(¢r)=costsinht, x4(t)=sentsinht

pertenecen a E y son linealmente independientes.

2. Sea F el subespacio vectorial de E generado por estos cuatro vectores, y # el endomorfismo de £
definido por u(f) = f’. Demostrar que F es estable por u y determinar la matriz M de u en la base
(Xl,X27X3,X4) de F.

3. Calcular M".

[002447]

Ejercicio 966

1. Usando operaciones de suma + y multiplicacién - de dos nimeros, définir, para cada conjunto E de
la lista que aparece a continuacion :
— unasuma P EXE = E;
— una multiplicacién por un nimero real ©® : R x E — E.
(a E=R";
(b) E = el conjunto de trayectorias de una particula puntual en el espacio R3;
(c) E = el conjunto de soluciones (x,y,z) € R® de la ecuacién .} : x —2y+3z=0;
(d) E = el conjunto de soluciones (x,y,z) € R? del sistema de ecuaciones.

P 2x+4y—6z=0
y+z=0;

(e) E = el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial y” + 2y’ +3y =0;
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(f) E = el conjunto de funciones y(x) tales que
y'(x)senx+x’y (x) + y(x)logx =0, Vx> 0;

(2) E = el conjunto de funciones ¥(¢,x), con valores complejos, soluciones de la ecuacion de Schro-

dinger :
2

lhE‘P(t,x) = —%ﬁ‘l’(x,t) +x“P(t,x)

donde 7 y m son constantes ;
(h) E = el conjunto de sucesiones (x,),cn nimeros reales;
(i) E = el conjunto de polinomios P(x), con coeficientes reales;
(j) E = el conjunto de polinomios P(x), con coeficientes reales de grado menor o igual a 3;
(k) E = el conjunto de polinomios P(x), con coeficientes reales divisibles por (x —1);
(I) E = el conjunto de funciones continuas en el intervalo [0, 1], con valores reales ;

(m) E = el conjunto de funciones continuas en el intervalo [0, 1], con valores reales y de integral
nula;

(n) E = el conjunto de funciones derivables en el intervalo |0, 1, con valores reales ;
(0) E = el conjunto de funciones reales que se anulan en 0 € R.
(p) E = el conjunto de funciones reales que tienden a 0, cuando x tiende a +oo;
2. Para las operaciones de suma & construidas, demostrar que E tiene un elemento neutro (término a
definir), y que cada elemento de E tiene un inverso.

[002778]

Ejercicio 967

(Qué es lo que impide definir las mismas operaciones que en el ejercicio anterior sobre los siguientes
conjuntos ?

(a) E = el conjunto de soluciones (x,y,z) € R? de la ecuacién .73 :x —2y+3z=13;

(b) E = el conjunto de funciones y(x) tales que y”(x) senx +x°y?(x) +y(x)logx = 0,¥x > 0;

(c) E=N;
(d) E=Z;
(e) E=RT;
H E=Q";

(g) E = el conjunto de sucesiones (x;),cn de nimeros positivos
(h) E = el conjunto de funciones reales que toman el valor 1 en 0;
(i) E = el conjunto de funciones reales que tienden a +oo, cuando x tiende a +oo;

[002779]

Ejercicio 968 Suma de subespacios

Sean F, G, H tres subespacios de un espacio vectorial E. Comparar F N (G+(F NH))y (FNG)+(FNH).
Solucidén ¥ [003298]
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Ejercicio969 FNG=F' NG

Sean F,G,F’,G’ de sev de un ev E. Demostrar que si F NG = F' N G, entonces (F + (G NF’')) N (F +
(GNG))=F.

Solucidn V¥ [003299]

Ejercicio 970 E no es unién de subespacios estrictos

Sea E un K-evno nuloy Fi,...,F, de sev estrictos de E. Se quiere demostrar que E # F{U---UF, :
1. Tratar el cason = 2.
2. Caso general : se supone F,, ¢ FiU---UF,_| y se elige Y €F, \(FRU---UF,_1)y 7 ¢ F,.
(a) Demostrar que : VA € K, AT+ ¢ F,.
(b) Demostrar que : Vi < n— 1, existe a lo sumo un A € K tal que AX + 7 eF.
(¢) Concluir.

[003300]

Ejercicio 971 Interseccién y suma de sev

Sea E un ev de dimensién finita y (F;);c; una familia de subespacios de E. Sedenota H = (" F;yS=Y F; =
iel iel

Vect< U E) Demostrar que existe una parte finita, J,de [ talque : H=(F;yS= Y} F,. [003323]
il icJ icJ

Ejercicio 972 *T
Sea E el R-espacio vectorial de las aplicaciones de [0, 1] en R (provisto de f+ g y A4 - f usuales) (no dudar

en volver a demostrar que E es un R espacio vectorial). Sea F el conjunto de las aplicaciones de [0, 1] en R
verificando una de las siguientes condiciones :

1) £(0)+ f(1)=0 2) f(0) =0 3) f(H) =1
4)Vxe[0,1], f(x)+f(1—x)=0 5)¥xe[0,1], f(x) >0 6) 2£(0) = f(1)+3.

(En qué caso F es un subespacio vectorial de E ?
Solucion ¥ [005164]

Ejercicio 973 **T

Se provee R” de las leyes de productos usuales. Entre los siguientes subconjuntos F de R”, ;cudles son
subespacios vectoriales ?

1) F={(x1,...,x;) € R"/ x; =0} 2)F ={(x1,...,%,) ER"/ x; = 1}
3)F ={(x1,....%) €R"/ x; = x2} 4)F = {(x1,...,%,) ER"/ x4+ +x, = 0}
5)F ={(x1,...,x,) € R"/ x1.xp =0}.

Solucidén V [005165]

Ejercicio 974 **
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Sea E un K-espacio vectorial. Sean A, B y C tres subespacios vectoriales de E verificando AN B=ANC,
A+B=A+CyBCC.Demostrar que B=C.
Solucién ¥ [005166]

Ejercicio 975 **T

Sea F el subespacio vectorial de R* generado por u = (1,2,—5,3) y v = (2,—1,4,7). Determinar A y u
reales tales que (A, u, —37,—3) pertenece a F.
Solucién V [005168]

Ejercicio 976 **T

Demostrar que a = (1,2,3) y b = (2,—1,1) generan el mismo subespacio de R* que ¢ = (1,0,1) y d =
(0,1,1).

Solucidén V [005169]

Ejercicio 977 **
Sean E un K-espacio vectorial y A, By C tres subespacios de E.
1. Demostrar que : (ANB)+(ANC) CAN(B+C).

2. (Se tiene la igualdad ?
3. Demostrarque : (ANB)+(ANC)=AN(B+(ANC)).

Solucidén V¥ [005172]

Ejercicio 978 **T

En E =R*, se consideraV = {(x,y,2,t) CE/x—2y=0y y—2z=0}y yW = {(x,y,2,t) CE/ x+z=y+t}.
1. Demostrar que V y W son subespacios vectoriales de E.
2. Darunabasede V. WyV NW.
3. Demostrar que £ =V +W.

Solucidén V [005173]

Ejercicio 979 ***

Sea f: [0, +oo[x[0,27] — R?
(x,y) — (xcosy,xseny).

1. ¢f es inyectiva, sobreyectiva ?

2. Sean a, b, &'y B cuatro reales. Demostrar que existe (c,y) € R? tal que : Vx € R, acos(x — &) +
bcos(x—fB) = ccos(x— 7).

3. Sea E el R-espacio vectorial de las aplicaciones de R en R. Sea F = {u € E/ 3(a,b,o,) €
R* tal que Vx € R, u(x) = acos(x — &) +bcos(2x— ) }. Demostrar que F es un subespacio vectorial
de E.

4. Determinar {cosx, senx,cos(2x),sen(2x),1,cos’x,sen’x} N F.

5. Demostrar que (cosx,senx,cos(2x),sen(2x)) es una familia libre de F.
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Solucidén V¥ [005174]

Ejercicio 980 **

Sea C el conjunto de las aplicaciones de R en R, crecientes en R.

1. (C es un espacio vectorial (para las operaciones usuales) ?
2. Demostrar que V = {f € R®/ 3 (g,h) € C? tal que f = g — h} es un R-espacio vectorial.

Solucidén Vv [005175]

Ejercicio 981 **
Demostrar que la conmutatividad de la ley + es una consecuencia de los otros axiomas de la estructura del
espacio vectorial.
Solucidén ¥ [005176]

Ejercicio 982 ***

Sean E un K-espacio vectorial y A, B 'y C tres subespacios vectoriales de E. Demostrar que

(ANB)+(BNC)+(CNA)C(A+B)N(B+C)N(C+A).

Solucidén V¥ [005177]

Ejercicio 983 ** |
Sean F y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E. Demostrar que : [(F UG subespaciode E) < (F C Go G ¢

Solucidén V¥ [005563]

Ejercicio 984 ****

Generalizacion del ejercicio 983. Sean n un entero superior o igual que 2 'y F1,...,F,, n subespacios de E,
donde E es un espacio vectorial en un subcuerpo K de C. Demostrar que

(FiU---UF, subespacio de E) < (el existe i € [[1,n] / UFJ' C F,)}
J#

Solucidén V¥ [005564]

Ejercicio 985

Demostrar que los siguientes conjuntos son espacios vectoriales (sobre R) :
— E;={f:[0,1] = R} : el conjunto de funciones de valor real definidas en el intervalo [0, 1], dotado
de la adicién f + g de funciones y multiplicacién por un nimero real A - f.
— By = {(un) :N— R} : el conjunto de sucesiones reales dotado de la suma de sucesiones definidas
por (u,) + (vy) = (u, +v,) y la multiplicacién por un ndmero real A - (u,) = (A X uy).
— b3 = {P € R[x] | grad P < n} : el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual que n, dotado de la adicién P+ Q de polinomios y de multiplicacién por un nimero real A - P.
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [006868]

Ejercicio 986
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http://www.youtube.com/watch?v=QSafAt0zfGk

1. Describir los subespacios vectoriales de R ; luego de R? y de R°.

2. En R? dar un ejemplo de dos subespacios cuya unién no sea un subespacio vectorial.

Indicacidén V¥ Solucidén Vv Vidéo N [006869]

32 106.02 Sistema de vectores

Ejercicio 987

Sean en R? los vectores v_f(l, 1,0), v_2>(4, 1,4)y V3( —1,4).

v_f y v—f no son colineales. Hacer lo mismo con v_f y v_3>, luego con v—f y \/—3>

1. Demostrar que

2. (La familia (v_1>,v_2>,v_3>) es libre ?

[000897]
Ejercicio 988
. Son libres las siguientes familias ?
1. v{(1,0,1),v3(0,2,2) y v3(3,7,1) en R3.
2. ¥{(1,0,0), v5(0,1,1) y v3(1,1,1) en R3.
3. v1(1,2,1,2, 1) v3(2,1,2,1,2), v3(1,0,1,1,0) y v;(0,1,0,0,1) en R>.
4. v{(2,4,3,— 2,1), v3(1,1,2,1,3,1) y v1(0,—1,0,3,6,2) en RC.
5. v{(2,1,3,—1,4,—1), v3(—1,1,-2,2,—3,3) y v3(1,5,0,4,—1,7) en RC.
[000898]
Ejercicio 989

GG

Se considera en R” una familia de 4 vectores linealmente independientes : (ef, e3, e3, e ). (Son libres las

siguientes familias ?

1. (ef,2e3,¢3). 2. (ef,é3). 3. (ef,2ef + &4, e).

[000899]

Ejercicio 990

Sean en R* los vectores vi = (1,2,3,4) y vo = (1,—2,3,—4). ;Se puede determinar x e y, para que (x, 1,y,1) €
vect{vi,v2}? (Y para qué (x,1,1,y) € vect{vi,v2}?
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000900]

Ejercicio 991

En R* se considera el conjunto E de vectores (xj,xz,x3,x4) verificando x; 4+ x + x3 +x4 = 0. ( El conjunto
E es un subespacio vectorial de R*? Si es si, dar una base.
Indicacidén V¥ Solucidén Vv Vidéo W [000901]

Ejercicio 992
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http://www.youtube.com/watch?v=grzoTdCre2E
http://www.youtube.com/watch?v=aMookydUKT4
http://www.youtube.com/watch?v=A-ieYnIs2KA

En el espacio R*, se dan cinco vectores : V; = (1,1,1,1), Vo = (1,2,3,4), V3 = (3,1,4,2), V4 = (10,4,13,7),
Vs = (1,7,8,14). Encontrar las relaciones de dependencia lineal entre estos vectores. Si estos vectores son
dependientes, extraer al menos una familia libre generando el mismo subespacio. [000902]

Ejercicio 993

En el espacio R*, se dan cinco vectores : V; = (1,1,1,1), Vo = (1,2,3,4), V3 = (3,1,4,2), Vy = (10,4,13,7),
Vs =(1,7,8,14). (En cudl(es) condicién(es) un vector B = (b1,b2,b3,bs) pertenece al subespacio generado

por los vectores Vi, V,, V3, Vu, V5 ? Definir este subespacio mediante una o més ecuaciones. [000903]
Ejercicio 994
Sean los vectores e = (1,2,3,4), eo = (1,—2,3,—4) de R*. ; Se puede determinar x e y, para que (x, 1,y,1) €
vect{ej,ex}?, (para qué (x,1,1,y) € vect{ej,er}? [000904]
Ejercicio 995

Sea E un espacio vectorial en R y x,y,z,¢ una familia libre de elementos de E, las familias siguientes son
libres ?

1. x,2y,z. 2.x,2. 3.x,2x+1,t.
4.3x+2z,z,y+z 5.2x+y,x—3y,t,y—x.
[000905]
Ejercicio 996
En R*, comparar los subespacios F y G siguientes :
F =vect{(1,0,1,1),(—1,-2,3,-1),(=5,-3,1,-5)}
G=vect{(—1,—1,1,—1),(4,1,2,4)}
[000906]
Ejercicio 997
Se supone que vi,vy,Vv3,...,V, son vectores independientes de R".
1. Los vectores v —vy,vy —V3,V3 — V4,...,V, — V1 son linealmente independientes ?
2. Los vectores v| + vy, vy +Vv3,V3 +V4,...,V, + V| son linealmente independientes ?
3. Los vectores vi, vy +va,vi + V2 +Vv3,v1 + V2 +V3+Vvy,..., V] + V2 +- -+ v, son linealmente indepen-
dientes ?
[000907]
Ejercicio 998

Sea E el subespacio vectorial de R generado por los vectores v; = (2,3,—1) y v, = (1,—1,-2) y F el
generado por w; = (3,7,0) y wp = (5,0,—7). Demostrar que E y F son iguales.
Indicacion ¥ Solucién ¥ Vidéo W [000908]
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http://www.youtube.com/watch?v=SmI00EAW31k

Ejercicio 999

Demostrar que en R3, los vectores u; = (2,3, —1) y up = (1,—1,—2) generan el mismo s.e.v. que los vectores
vi = (3,7,0) y v = (5,0, ~7).

[000909]

Ejercicio 1000

1. Demostrar que los sistemas : S; = (1;3/2) y S2 = (1;3/2;1/3) son libres en R considerado como
-espacio vectorial.

2. Sean, en R?, los vectores u; = (3+/5,2+3v/5) y up = (4,7V/5—9). Demostrar que el sistema
(u1,uz) es Q-libre y R-ligado.

3. Sean los vectores v; = (1 —i,i) y v, = (2,—1+41i) en C2.
(a) Demostrar que el sistema (v, v;) es R-libre y C-ligado.

(b) Verificar que el sistema S = {(1,0), (i,0),(0,1),(0,i)} es una base de I’ev C? sobre R, y dar las
componentes de los vectores vy, v, con respecto a esta base.

[000910]

Ejercicio 1001

1. Se definen las funciones siguientes : fj : t > cost.cht, f> : t — cost -sht, f3 : t —> sent -cht, fy : t —
sent - sht. Demostrar que el sistema (f1, f>, f3, f1) es libre en RE,

2. La misma pregunta para la familia .% = {f; : 1+ e* 1 € R}.

[000911]
Ejercicio 1002
(En .7 (R,R), las tres funciones x — senx, x — sen2x, x — sen3x, son linealmente independientes ? Gene-
ralizar. [000912]
Ejercicio 1003
Sea E un C-espacio vectorial y S| = (ej,es,...,e,) un sistema libre en E, n > 2.

j
1. Se considera el sistema Sy = (€}, €),...,¢,) definido por : €/, = ¥ e, 1 < j < n. Sy es libre?

2. Se considera el sistema S3 = (&1,&,...,&,) definidopor: € =ej+ej 1,1 < j<n—1yg, =e,+ei.
Demostrar que los siguientes resultados :

(a) S5 libre = S libre.
(b) nimpar : S3 libre < § libre.
(c) npar:S3ligado.
[000913]

Ejercicio 1004
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¢Se pueden determinar reales x,y, para que el vector v = (—2,x,y,3) pertenezca al sev generado en R* por
el sistema (e1,e2), donde e = (1,—1,1,2) y e = (—1,2,3,1)?

Solucién ¥ [000914]
Ejercicio 1005
Sean f(x) = cos(x), g(x) = cos(x)cos(2x) y h(x) = sen(x) sen(2x). Determinar vect(f, g, h). [000915]
Ejercicio 1006

Sea a € Rysea fy : R — R la funcién definida por

fa(x)=1 six=a
fa(x)=0 six#o.

Demostrar que la familia ( fy)ecr s libre.

Indicacién ¥ Solucién V [000916]
Ejercicio 1007

Seaax e Ry fo: R — R, x+— e*. Demostrar que la familia (fy)qcr es libre.

Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [000917]
Ejercicio 1008

Demostrar que las siguientes familias son libres en R, y cualquiera que sea N € N* :

(x = |x— a|)a:1,3.,5,...,2N+1 > (x — COS”x)n:Lz,...,N; (x =€),y N

ERREE}

[000918]

Ejercicio 1009

Sea E el conjunto de sucesiones reales (u,),>o. Para todo k € N, se denota el elemento de E cuyas
coordenadas son todas cero, excepto & = 1. Demostrar que la familia infinita # = {& }xen es libre (en
el sentido de que toda subfamilia finita es libre). Sea Ej el subconjunto de sucesiones que convergen a
cero. Demostrar que es un subespacio vectorial de E. Demostrar que % es también una familia libre de Ej.
[002430]

Ejercicio 1010

Sea E un espacio vectorial real y # un endomorfismo de E tal que u> = —I.

1. Demostrar que u es biyectivo.

2. Se supone que los 2p — 1 vectores X1,...,Xp,u(x1),...,u(xp—1) son linealmente independientes. De-
mostrar que los 2p vectores X1,...,xp, u(x1),...,u(x,) son linealmente independientes.
3. Se supone que E es de dimensién finita. Demostrar que E tiene una base de la forma xi,...,x,,

u(xy),...,u(xp,) y es de dimension par. Dar la matriz de u en esta base.

[002435]
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Ejercicio 1011

En R*, se denota v; =/(1,2,0,—1), vo =(3,2,—1,—1), vs =(—1,2,1,-3) y vy = (1,—1,1,—1). ;Son
linealmente independientes ? Encontrar una rela010n de dependencia lineal entre ellos. [002450]

Ejercicio 1012 C isomorfo a un subespacio de .#>(R)

Sea E el espacio vectorial de matrices cuadradas reales de orden 2.

1. Demostrar que los “vectores”

(08 () (V) (0 )

de E son linealmente independientes.

a b
c d
x1I +x3J +x3K 4+ x4L y calcular x1,x,,x3,x4 en funcién de a, b, c,d.

2. Demostrar que todo elemento X = ( ) de E se escribe de manera uUnica en la forma X =

3. Verificar la relacién J? = —I. Calcular JX y XJ. Demostrar que la ecuacién XJ = JX es equivalente
a x3 = x4 = 0. Deducir que el subespacio de E generado por /,J es isomorfo al cuerpo de complejos
C.
[002459]
Ejercicio 1013
Sean en R? los vectores v = (1,1,0), v3 = (4,1,4) y vi = (2,—1,4).
1. Demostrar que v y V3 no son colineales. Hacer lo mismo con v{ y 3, luego con v y 3.

2. ;La familia (v_f, v_f, v?) es libre ?

[002780]
Ejercicio 1014
,Son libres las siguientes familias ?
1. v =(1,0,1), v = (0,2,2) y v = (3,7,1) en R,
2.7{:(100) (0,1,1) v—>:(1,1,1)enR3
3. v =(1,2,1,2, 1) Vi = (2,1,2,1,2) = (1, 0,1,1,0) y vi = (0,1,0,0,1) en R,
4. v = (2,4,3,—1,-2, 1) Vi = (1,1,2,1,3,1) y = (0 —1,0,3,6,2) en RS.
5.9 = (2,1,3, 14—1),v2_( 1,1,-2,2,-3,3) y v = (1,5,0,4,—1,7) en RS.
[002781]
Ejercicio 1015
Se supone que vy, vy, Vs, ..., Vv, son vectores linealmente independientes de R”.
1. ¢(Los vectores v —vy,vy —Vv3,V3 —V4,...,V, — V1 son linealmente independientes ?
2. (Los vectores vi +vo, vy +Vv3,V3 + V4, ..., v, +v1 son linealmente independientes ?
3. ¢(Los vectores vy, vy +Vvo,vi +Vvo +Vv3,vi +Vv2 +V3+V4,...,v1 +Vv2 + -+ v, son linealmente inde-

pendientes ?
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[002782]

Ejercicio 1016 Sev de K> generados a dos vectores

%
Se consiie}ran los vectores de K> : @ = (1,2,1), b = (1,3,2), @ = (1,1,0), d = (3,8,5). Sean F =
veet(d, b )y G = vect( €, d ). Comparar F y G.
Solucién V [003297]

Ejercicio 1017 Estudio de familias libres

Estudiar la libertad de las siguientes familias :
1. E={f:R—R},.# = (sen,cos).
2.E={f:R™ >R}, F = (fa:x—x),acR.
3. E={f:R>R}L.Z=(fy:x— |x—da|]),acR.

[003301]

Ejercicio 1018 Numeros algebraicos

Se considera que R es un Q-espacio vectorial.
1. Demostrar que la familia (1, V2, \@) es libre.

2. Demostrar que la familia (In p), donde p recorre el conjunto de niimeros primos positivos es libre.

[003302]
Ejercicio 1019 Modificacién de los vectores de una familia libre
Sea E un espacio vectorial, (71 ey 7,1) una familia libre de vectores de E, y «y,...,Q, de escalares. Se
n
establece 7 =Y Oc,'7,~, y 7/ = 7,~ + 7 Estudiar en qué condiciones la familia (71/ ey 7,2) es libre.
i=1
Solucién ¥ [003303]

Ejercicio 1020 Polinomios trigonométricos

Sea E el ev R, F el sev generado por las funciones f, : x — cos(nx), n € N, y G el sev generado por las
funciones g, : x — cos"x, n € N. Demostrar que F = G. [003304]

Ejercicio 1021 **T

Sea RN el R-espacio vectorial de las sucesiones reales (provisto de las operaciones usuales). Se consideran
los tres elementos de E siguientes : u = (cos(n6)),en, v= (cos(n@+a)),en y w = (cos(n6 + b)) ,en, donde
0, a 'y b son reales dados. Demostrar que (u,v,w) es una familia 1d.

Solucién ¥ [005167]

Ejercicio 1022 ***T

En E = RE, estudiar la libertad de las familias siguientes A de vectores de E :

1. a, by c son tres reales dados, A = (f,, f», /), donde, para todo real x, f,(x) = sen(x+u).
2. A = (fy)nez, donde, para todo real x, f;,(x) = nx+n’>+1.
3. A= (x> x%)ger (aqui E = (]0;4o0[)?).
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4. A= (x— |x—a|)ser.

Solucidén V¥ [005180]

Ejercicio 1023 **

¢Las siguientes familias de R* son libres o 1d ? Proporcionar relaciones de dependencia lineal cuando estas
relaciones existan.

1. (e1,e2,e3), donde e; = (3,0,1,-2), 2 = (1,5,0,—1) y e3 = (7,5,2,1).

2. (e1,e2,e3,e4), donde ey = (1,1,1,1), e2 = (1,1, 1,—1), e3 = (1,1,—1,1) y es = (1,—1,1,1).
3. (e1,e2,e3,e4), donde e; = (0,0,1,0), e; = (0,0,0,1), e3 = (1,0,0,0) y e4 = (0,1,0,0).
—(2,-1,3,1),e2=(1,1,1,1), e3 = (4,1,5,3) y es = (1,-2,2,0).

Solucidén V¥ [005566]

4. (e1,ez,e3,es4), donde e;

Ejercicio 1024 ***

Demostrar que (1,/2,+/3) es una familia libre del Q-espacio vectorial R.
Solucidén ¥ [005567]

Ejercicio 1025 **
Sea f(x) = In(1 +x), para x real positivo. Sean f| = f, f» = fofy f3 = fo fof. Estudiar la libertad de

(f1, /2, f3) en [O’+°o[[0,+oo[.
Solucion ¥V -

Ejercicio 1026 **

Sea f,(x) = |x—al, para a y x reales. Estudiar la libertad de la familia (f,)cR.
Solucidén ¥ [005569]

Ejercicio 1027 **I

Se define f,(x) = e™, para a y x reales. Estudiar la libertad de la familia de funciones (f;)scRr.
Solucién ¥ [005570]

Ejercicio 1028 **

Demostrar que toda sucesioén de polinomios no nulos de grados dos a dos distintos es libre. Demostrar que
toda sucesidn de polinomios no nulos con valuaciones distintas dos a dos es libre.
Solucidén V¥ [005571]

Ejercicio 1029 **

1. Calcular para p y g enteros naturales dados las siguientes integrales :

2r 21
J(p,q):/(J cos(px) cos(gx) dx, K(p,q):/0 cos(px)sen(gx) dxy

2
L(p,q) = /0 sen(px) sen(gx) dx.

2. Demostrar que la familia de funciones (cos(px)),en U (sen(gx))gqen- es libre.
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Solucidén V¥ [005574]

Ejercicio 1030

1. Sean v; = (2,1,4), v, = (1,—1,2) y v3 = (3,3,6) de vectores de R?, encontrar tres niimeros reales
no todos nulos «, 3,7 tales que avy + Bv, + yv3 = 0.

2. Se consideran dos planos vectoriales
Pi={(xy2) €R’ |x—y+z=0},  Pr={(xy2) R’ |x—y=0},

encontrar un vector director de la recta D = P; N P, asi como una ecuacion paramétrica.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [006870]

Ejercicio 1031

En R* se consideran los cuatro vectores

i =(1,0,—1,1), v2=(2,1,0,1), v3=(1,1,1,0), vs=(3,1,—1,2).

Sea V = vect(vy,v2,v3,v4). Ademds, sea H = {(x,y,z,t) € R*/ —3x+y+2z—t=0}.
1. Demostrar que dimV = 2. ;El sistema (v1,Vv2,v3,v4) ¢es libre ? ;Es generador de R*?
Dar una base de V, completarla a una base de R*.
Calcular las ecuaciones cartesianas para V.
Demostrar que H es un subespacio vectorial de R*.
Encontrar una representacién paramétrica de H, y deducir una base de H. ;Cudl es dim H ?
Demostrar que vz € H y que v; ¢ H. Deducir dim(V N H) y dim(V +H).
7. Darunabasede V N H.

Solucidén ¥V [007410]

A

33 106.03 Suma directa

Ejercicio 1032

Sean v; = (0,1,-2,1),v2 = (1,0,2,—1),v3 = (3,2,2,—1),v4 = (0,0,1,0) y vs = (0,0,0, 1) vectores de R*.
(Son las siguientes afirmaciones verdaderas o falsas ? Justificar la respuesta.

1. vect{vy,vo,v3} = vect{(1,1,0,0),(—1,1,—4,2)}.

2. (1,1,0,0) € vect{vy,va} N vect{va,v3,va}.

3. dim(vect{vi,v2} N vect{va,v3,va}) = 1 (es decir, es una recta vectorial).

4. vect{vy,m} + vect{vy,v3,vs} = R*%.

5. vect{v4,vs} es un subespacio vectorial suplemento de vect{vy,vs,v3} en R*,

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo W [000919]

Ejercicio 1033

Sean los vectores v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1), vs = (0,1,0,1) en R*,
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1. ¢vect{vi, v} y vect{v3} son suplementarios en R*?

2. (vect{vy, v}y vect{v4,vs} son suplementarios en R*?

3. ¢vect{vi,v3,v4} y vect{v2,vs} son suplementarios en R*?
4. ;vect{vy,v4} y vect{v3,vs} son suplementarios en R*?

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo N [000920]

Ejercicio 1034
Si L,M, N son tres subespacios vectoriales de E, ;se tiene que

LN(M+N)=LNM+LNN?

[000921]
Ejercicio 1035
Sea E = R[X] el espacio vectorial de polinomios. Se define
E,={P€E;(X—a)/P}
para a € R. Demostrar que si a # b, entonces E = E, + E},. ;La suma es directa? [000922]

Ejercicio 1036

Sea E = A'(R,R) el espacio de funciones derivables y F = {f € E | £(0) = f/(0) = 0}. Demostrar que F
es un subespacio vectorial de £ y determinar un suplemento de F en E.
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [000923]

Ejercicio 1037

Sean E un espacio vectorial, F' y G dos subespacios vectoriales de E. Se dice que F' y G son suplementarios
enE,cuando FNG={0} yE=F+G. Sedenota E=F &G.

1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 4

1. Seane; = ol e2=[11¢=1o0l%= 1|0 yes = | de vectores de R". Se define F' =
0 0 1 0 1

Vect {e1,e2},G = Vect {e3,e4},G’ = Vect {e3,e4,e5}. Demostrarque E=F &Gy E #AF &G,
2. Se supone que E es de dimension finita n, que dim (F) = py E=F ®G.

(a) Calcular dim (G).

(b) Demostrar que todo elemento x de E se descompone de una manera #nico en una suma x =y z,
conycFyzegdG.

(c) Sean.# ={fi,..., fi} unafamilialibrede F y ¥ ={gy,...,g } una familia libre de G. Demostrar
que la familia .# U¥ es libre.

(d) Sea ¢ una aplicacién lineal de E en R, g € N. Construir dos aplicaciones lineales ¥y ' de E
enR7talesque:Vye F:y/(y) =0,VzeG:y(z) =0yVx€E:p(x)=y(x)+y'(x).

[000924]

Ejercicio 1038 Caracterizacién de la suma directa de tres s.e.v.
Sean U,V,W de los s.e.v. de un ev E, verificando (I) : U NV ={0} = (U+V)NW.
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1. Demostrar que VW ={0} =U N(V+W).

2. Demostrar que (/) equivale a
() : (VxeU+V+W) 3! (u,v,w) €U XV XW)(x=u+v+w).

[000925]

Ejercicio 1039

Sea E = {(up)nen € RN | (uy), converge }. Demostrar que el conjunto de sucesiones constantes y el
conjunto de sucesiones convergentes a 0 son subespacios suplementarios en E.
Indicacion ¥ Solucion ¥ Vidéo W [000926]

Ejercicio 1040

Sea f el endomorfismo de R3 cuya matriz con respecto a la base candnica (ej,ez,e3) es

15 —-11 5
A= 20 —-15 8
8 -7 6

Demostrar que los vectores
e’l =2e1 +3er + e3, e’z = 3e; +4e) + e3, 6’3 =e1 +2e+2e;3

forman una base de R? y calcular la matriz de f, con respecto a esta base.
Solucion ¥ Vidéo W [002433]

Ejercicio 1041 Suplementario comtn, X MP* 2005

1. SeaA = {P € R[X] tal que P = (1 — X)Q(X?), con Q € R[X]}.

(a) Demostrar que A es un R-ev y que se tiene R[X| = A @ { polinomios pares }. ;Se tiene R[X] =
A @ { polinomios impares } ?

(b) {Qué se puede decir si se reemplaza Q(X?) por una funcién f par?

2. Sean E, E; dos sev de un ev E tales que E| y E; son isomorfos y E = E| & E,. Demostrar que E| y
E5 tienen un suplementario comun.

Solucidén V¥ [003305]

Ejercicio 1042
Sea E = K;3[X], F ={P € Etalque P(0) =P(1) =P(2) =0}, G={P € E talque P(1) = P(2) = P(3) =0},
yH={P€Etalque P(X) =P(—X)}.

1. Demostrar que F &G = {P € E tal que P(1) = P(2) = 0}.
2. Demostrarque F GO H =E.

[003652]

Ejercicio 1043 Caracterizacion de sumas directas
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Sean Fj, Fg,_>F3 tres subespacios Vegoriales de E. Demostrar que F; + F, + F3 es directa si y solo si :
FiNkB={0}y(Fi+F)NF={0}. Generalizar. [003653]

Ejercicio 1044 Suma directa en E = suma directa en .Z(FE)

Sea E un K-ev de dimensién finitany 2 = (¢1,..., ¢ ,) una base de E. Se denota F; = {u € .Z(E) tal que
Imu C vect(¢;)}.

1. Caracterizar matricialmente los elementos de F;.
2. Demostrar que Ff &K ®--- & F, = Z(E).

[003654]

Ejercicio 1045 Toda suma se puede hacer directa reduciendo los sev

Sea E un K-ev de dimensi6n finita, Fy, Fp, ..., F, de sev de E tales que F; +---+ F, = E. Demostrar que
existensev G; C Fi,...,G, C F,talesque G &G, D --- B G, =E. [0036551]

Ejercicio 1046 Suma e interseccion
Sea Eun K-ev, Ey,...,E,desevtalesque E1 & ---BE,=EyseaFotrosevde E,yseaF; =E; N F.

1. Demostrar que la suma G = F; + - - - 4+ F, es directa.

2. Comparar F y G.

[003656]
Ejercicio 1047 Suma directa de endomorfismos
Sea Eun K-ev, Ey,...,E, desevtalesque E) & --- D E, =E.Sean u; € Z(E,),...,u, € Z(E,).
1. Demostrar que existe un tnico endomorfismo u € .Z(E) tal que para todo i : ujp, = u;.
2. Demostrar que ker(u) = ker(u;) @ ---@ker(u,) y Im(u) =Im(u;) ® - -- & Im(uy,).
[003657]
Ejercicio 1048 Suma de proyectores
Sea E un K-ev de dimensién finita y py, ..., p, de proyectores tales que p; + - -+ p, = ldg.
1. Demostrar que tr(p;) = rg(p;).
2. Demostrar que E =Im(p;) @ ---dIm(p,).
[003658]
Ejercicio 1049 Proyectores
Sean E un espacio vectorial de dimensién n'y fi, ..., f,, n aplicaciones lineales todas no nulas. Se supone
que:V(i,j) € ﬂl,n]]z, fio fj = & jf;. Demostrar que los f; son todos de rango uno.
Solucién ¥ [003659]

Ejercicio 1050 **IT

Sean u = (1,1,...,1), F =vect(u) y G = {(x1,...,x,) € R"/ x; +--- +x, = 0}. Demostrar que G es un
subespacio vectorial de R" y que R" = F & G.
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Solucidén V¥ [005178]

Ejercicio 1051 **

Sean K un sub-cuerpo de C, E un K-espacio vectorial de dimensién finita. Sean f y g dos endomorfismos
de E verificando E = ker f + kerg = Im f + Im g. Demostrar que estas sumas son directas.

Solucién ¥ [005185]

Ejercicio 1052 ** 1

Sean E =K", donde K es un subcuerpode C, F = {(x1,...,x,) €E/x1+---+x,=0} y G=vect ((1,...,1)).
Demostrar que F es un subespacio vectorial de E. Demostrar que F' y G son suplementarios en E. Especificar
el proyectado de un vector x de E sobre F, paralelamente a G y en G, paralelamente a F'.

Solucion ¥ [005565]

Ejercicio 1053

Por consideraciones geométricas responder las siguientes preguntas :

1. ;Dos rectas vectoriales de R® son suplementarios ?
2. Dos planos vectoriales de R? son suplementarios ?
3. ;Bajo qué condiciones un plano vectorial y una recta vectorial de R? son suplementarios ?

Indicacidén V¥ Solucidén Vv Vidéo N [006871]

Ejercicio 1054

Sea E el espacio vectorial de las funciones de clase %' de R en R. Sea F el conjunto de todas las funciones
de R en R que se escriben x — ax + b, para ciertos reales a y b. Seaen fin G = {f € E| f(0) =0, f'(0) = 0}.

1. Demostrar que F' y G son subespacios vectoriales de E.
2. Demostrar que E =F & G.

Solucidén V¥ [007414]

34 106.04 Base

Ejercicio 1055
1 —1 1
Demostrar que los vectores { 1], 1], 0 } forman una base de R>. Calcular las respectivas
0 -1
1 1 0
coordenadas de los vectores | O |, O |, | O | en esta base.
0 1 1
Solucién ¥ [000979]
Ejercicio 1056

Sean 1 (1,2,3,4),75(2,2,2,6),v3(0,2,4,4),v4(1,0,—1,2),v5(2,3,0,1) en R*. Sean F =
Veer{vi,v3,vi}y G =
Vect{v,v¢}. Determinar una base de los subespacios F N G, F, Gy F +G. [000980]
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Ejercicio 1057

1. Demostrar que los vectores vi = (0,1,1), v, = (1,0,1) y v3 = (1,1,0) forman una base de R3.
Encontrar las componentes del vector w = (1,1, 1) en esta base (vi,v7,v3).

2. Demostrar que los vectores v; = (1,1,1), v, = (—=1,1,0) y v3 = (1,0,—1) forman una base de R>.
Encontrar las componentes del vector e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1) y w=(1,2,—3) en
esta base (vi,v2,v3).

3. En R?, dar un ejemplo de una familia libre que no es generatriz.
4. En R3, dar un ejemplo de una familia generatriz que no es libre.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000981]

Ejercicio 1058

Se considera en R*, F = gen{a,b,c} y G = gen{d, e}, con a = (1,2,3,4), b = (2,2,2,6), c = (0,2,4,4),
d=(1,0,—1,2) ye=(2,3,0,1). Determinacién las bases de los subespacios F N G, F, G, F +G. [000982]

Ejercicio 1059
En el espacio &5 de polinomios de grado < 5, se definen los subconjuntos :
E;={Pe Ps|P(0)=0}, Ey={Pe Ps|P(1)=0}, E3={P¢c Ps|x*+1 divide P},

Eys={P € X5 | x+— P(x) es una funcion par},
Es={Pc Ps5|Vx, P(x) =xP(x)}.

1. Determinar las bases de los subespacios vectoriales E, Ey, E3, E4, Es, Ey N Ey, E1 N E3, E;NE> N
E;, E1 NEy N E3 N Ey.

2. Determinar en &5 subespacios suplementarios de E4 y de E; N Ej.

[000983]

Ejercicio 1060

En R* se considera el conjunto E de vectores (x1,xp,x3,x4) verificando la ecuacién x; +x, +x3 +x4 = 0.
¢Es el conjunto E un subespacio vectorial de R*? Si es asf, dar una base. [000984]

Ejercicio 1061

( Verdadero o falso ? Se designa por E un R-espacio vectorial de dimension finita.

1. Si los vectores x,y,z son dos a dos no colineales, entonces la familia x, y, z es libre.

2. Sea x1,x2,...,x, una familia de vectores. Si ninguno es una combinacion lineal de los otros, la
familia es libre.

Indicacién V¥ Solucidén V [000985]

Ejercicio 1062

Estudiar la independencia lineal de las siguientes listas de vectores, y encontrar cada vez una base del
subespacio generado.

1. (1,0,1),(0,2,2), (3,7,1) en R3.
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2. (1,0,0), (0,1,1), (1,1,1) en R3.

3. (1,2,1,2, 1) (2,1,2,1,2),(1,0,1,1,0), (0,1,0,0,1) en R>.

4. (2,4,3,— 2,1), (1,1,2,1,3,1), (0,—1,0,3,6,2) en R,

5.(2,1,3,— —1), (—1,1,-2,2,-3,3),(1,5,0,4,—1,7) en RS.

[000986]

Ejercicio 1063
¢En R3, los vectores siguientes forman una base ? Si no describir el subespacio que generan.

L.vi=(1,1,1),v,=(3,0,—1),v3 = (—1,1,—1).

2. vi=(1,2,3),v, =(3,0,—1), v3 =(1,8,13).

3. vi=(1,2,-3), v, =(1,0,—1),v3 = (1,10, —11).
Solucién ¥ [000987]

Ejercicio 1064

En R3, comparar los subespacios F y G siguientes : F = gen{(2,3,—1),(1,—1,-2)} y G = gen{(3,7,0),(5,0,—7)}.
[000988]

Ejercicio 1065

En R, se consideran las siguientes familias de vectores

vi=(1,1,1,1),va =(0,1,2,—1), v3 = (1,0,-2,3), va = (2,1,0,—1), vs = (4,3,2,1).
vi=(1,2,3,4),v, =(0,1,2,—1), v = (3,4,5,16).

vi =(1,2,3,4),v, =(0,1,2,—1),v3 = (2,1,0,11), v4 = (3,4,5, 14).

(Forman estos vectores :

1. Una familia libre ? Si es sf, completarla para obtener una base de R*. Si no, dar relaciones de depen-
dencia entre ellas y extraer de esta familia al menos una familia libre.

2. Una familia generatriz ? Si es si, extraer al menos una base del espacio. Si no, dar la dimensién del
subespacio que generan.

[000989]
Ejercicio 1066
Si E es un espacio vectorial de dimensioén finita, F' y G dos subespacios de E, demostrar que F'UG es un
subespacio vectorial siy solosi F CGo G C F. [000990]
Ejercicio 1067

Se designa por E un R-espacio vectorial de dimension finita. ; Son verdaderas o falsas las siguientes propie-
dades?

1. Sean Dy, D;, D3 de las rectas vectoriales de R3 distintas dos a dos. Entonces R3 es suma de D, ,Dy,D3.
2. Sean F y G hiperplanos vectoriales de E. Entonces E # F UG.

3. Sean P y P, de planos vectoriales de E tales que P N P, = {0}. Entonces dimE > 4.

4. Sean F y G subespacios de dimensién 3 de R3. Entonces F N G # {0}.

195



5. Sea (e1,es,e3,e4) la base canénica de R* y F = gen{ey,e3}. Todo subespacio vectorial suplemento
de F contiene e;.

[000991]

Ejercicio 1068

1. Sea E = R,[X] el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a n. Demostrar que toda
familia de polinomios {Py, Py,...,P,}, con grad P, = i (parai =0, 1,...,n) formar una base de E.

2. Escribir el polinomio F = 3X — X2 +8X? bajo la forma F = a+b(1 —X) +c(X — X?) +d(X? - X3)
(a,b,c,d € R), luego bajo la forma F = o+ B(1+X) +y(1+X +X?) +8(1 +X +X2+X?), donde

o,B,7,0 €R.
Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo H [000992]
Ejercicio 1069

En el espacio vectorial %, de polinomios de grado < 2, se consideran los polinomios P; = X? +X (1 —X) +
1-X)22P=X>4+(1-X)2Ps=X>+1+(1-X)% P, =X(1—X). ;Se puede extraer de {P;,P>,P;,P,}

bases de &, ? Si es si, encontrarlas todas. [000993]
Ejercicio 1070
Sea E el conjunto de fracciones racionales F' que se puede escribir
P . .
F= X P P polinomio de grado < 6.

Las fracci 1 1 1 1 X 1 X " base d
;Las fracciones , , , , , , orman una base de
¢ X—1) (X—-1)2 (X-1)¥ X241 X2+ 1" (X2+1)2 (X2+1)2
E ? {Qué sucede si se supone que P recorre el conjunto de polinomios de grado < 9? [000994]

Ejercicio 1071

Problema de interpolacion : Se consideran los cinco puntos (x1,y;) = (—2,3), (x2,y2) = (0,—2), (x3,y3) =
(1,5), (x4,y4) = (5,1), (x5,y5) = (6,7) de R2, 'y P4 el espacio vectorial de polinomios de grado < 4. Se
quiere encontrar un polinomio F en &y tal que parai=1,...,5 se tiene F(x;) = y;.

1. Sin realizar los cdlculos, indicar cémo podriamos calcular a, b, c,d, e expresando F = a+bX +cX? +
dX? +eX* segtin la base {1,X,X% X3 X*} de 2.

2. Demostrar que {1,X +2, (X +2)X,(X+2)X(X —1),(X +2)X(X —1)(X —5)} es una base de Z4.
Calcular directamente (independientemente de la pregunta anterior) las coordenadas de F en esta
base.

3. Demostrar que el conjunto de polinomios X (X — 1)(X —=5)(X —6),(X +2)(X — 1)(X = 5)(X —
6), X+2)X(X-5)(X—-6),X+2)X(X—1)(X—6),(X+2)X(X —1)(X —5) forman una base de
Z,. Calcular directamente (independientemente de las preguntas anteriores) las coordenadas de F
en esta base.

4. ;En cudl de las diversas bases anteriores el cdlculo de F es mds facil ?

[000995]
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Ejercicio 1072

Determinar para qué valores de ¢ € R los vectores {(I,O,I), (1,1,¢),(2,0,1) } forman una base de R>.

Indicacién ¥ Solucién V Vidéo W [000996]
Ejercicio 1073
Sea (X) el sistema de ecuaciones lineales :

x+3y+2z=0

xX+y+z+t=0

x—t=0.

Demostrar que el conjunto de soluciones de (X) forma un subespacio vectorial F de R*. Determinar la
dimension y una base de F. [000997]

Ejercicio 1074
Seaa € Ryseaparatodo p e Nn:A,(X)=(X—a)’yB,(X)=X".
1. Demostrar que € = {Ay,...,A,} es una base de R, [X].

n

2. Sea P € R,[X]. Demostrar que P(X) = P® (a)A(X). (Se puede demostrar que el conjunto E

k!
k=0
de elementos de R, [X] que satisfacen esta igualdad es un subespacio vectorial de R,[X] y contiene
una base.)

[000998]

Ejercicio 1075

Se provee a E = R’ x R de la ley interna “adicion” + : (a,b) + (a’,b') = (ad’,b+1'), y de la ley externa -
con coeficientes reales : (YA € R), V(a,b) € E, A - (a,b) = (a*,Ab).

1. Verificar que (E,+,-) es un R-ev
2. Los siguientes sistemas son libres o son 1d : ;((1,0),(1,1)) ? £((2,1),(8,3)) ? (((2,1),(6,3)) ?

3. Verificar que el sistema 3 = ((2,0),(2,1)) es una base de E y determinar las componentes del vector
v = (x,y) € E, con respecto a la base 3.

[000999]
Ejercicio 1076
Para k = 2, 3,4 demostrar que Vj es un sev de C¥, y dar una base :
Vo ={(a,b) € C*/a+ib =0}, V3 ={(a,b,c) € C}/a+2b+3c =0},
Vs = {(a,b,c,d) € C*Ja+ib=b+ic=c+id}.
[001000]

Ejercicio 1077
Sean € Ny E =R,[X], el espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales, de grado < n.

1. Sea B = (Py,Py,...,P,) un sistema de (n+ 1) polinomios tales que, Yk, 0 < k < n, grad P, = k.
Demostrar que 3 es una base de E.
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2. Sea P un polinomio de grado n. Demostrar que : Y= (P, P/, ... ,P(”)) es una base de E y determinar
las componentes del polinomio Q definido por : Q(X) = P(X +a), (a real fijado), en la base .

3. Demostrar que el sistema S = (X*(1 — X)"¥)o<r<, es una base de E, y determinar, para todo p €

{0,1,...,n}, los componentes del polinomio X? en la base S.
[001001]
Ejercicio 1078
Sean v; = (1,0,0,—1),v, = (2,1,0,1),v3 = (1,—1,1,—1),v4 = (7,2,0,—1). Dar una base del subespacio
vectorial F = (v{,vy,V3,V4). Determinar un suplementario G de F en R*. [001002]
Ejercicio 1079

Sean el triplete v; = (1,2,3,0), vo = (—1,1,2,1), v3 = (1,5,8,1) y el triplete w; = (0,3,5,1), wp =
(1,—1,1,0), w3 =(0,0,3,1). Se consideran los subespacios vectoriales F =< v|,v2,V3 >y G = (W, W2, W3).

Dar una base de los siguientes subespacios F,G,F NGy F +G. [001003]
Ejercicio 1080

Sea E = {fgu € ZF(R,R);(at,A) € R fya(x) =Acos(x+ a)}. Demostrar que E es un subespacio vec-
torial de .# (R,R) y dar una base. [001004]

Ejercicio 1081
Sea E = R3 y seael sistema S = {e; = (1,1,1),e; = (1,1,2),e3 = (1,2,3)}.

1. Demostrar que S es una base de E.

2. Calcular las coordenadas de v = (5,7,12) en esta base.

[001005]

Ejercicio 1082

1. Demostrar que los vectores vi = (1,—1,i), vy = (—1,i,1), v3 = (i, 1,—1) forman una base de C3.
2. Calcular las coordenadas de v = (1+1i,1 —i,i) en esta base.

Indicaciéon V¥ Solucidén Vv Vidéo W [001006]

Ejercicio 1083

1. Demostrar que los sistemas s; = (1,v/2) y s = (1,4/2,/3) son libres en R considerado como un
espacio vectorial en Q.

2. Sean los vectores en R?, u; = (3 + V5,2 + 3\5) y uy = (4,7v/5 —9). Demostrar que el sistema
(up,uy) es Q-libre y R-ligado.

3. Sean los vectores en C2, ry = (1 +i,1—2i) y ry = (3i — 1,5). Demostrar que el sistema (ry,r) es
R-libre y C-ligado.

[001007]

Ejercicio 1084
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http://www.youtube.com/watch?v=G-Xa2ZmQUwQ

Determinar para qué valores de ¢ € R los polinomios X?+¢/2 X —¢ (X +¢+ 1)? forman una base de R [X].
[001008]

Ejercicio 1085
Estudiar la independencia de las familias

L. (1,1),(1,2). 2.(2,3),(-6,9). 3.(1,3,1),(1,3,0),(0,3,1). 4.(1,3),(—1,-2),(0,1).

[001009]
Ejercicio 1086
(Las siguientes familias son generatrices ?
1.(1,1),(3,1) en R2. 2.(1,0,2),(1,2,1) en R3.
[001010]

Ejercicio 1087

Se considera en R, TT = vect{(1,1,1),(1,1,—1)} y D = vect{(0,1,—1)}. Demostrar que R* = I1& D.
[001011]

Ejercicio 1088

Determinar una base de {(x,y,z) € R*/x+y+z=0}. [001012]
Ejercicio 1089
Determinar una base de D = {(x,y,z) € R?/x+y=0,x—y+z=0}. [001013]

Ejercicio 1090 Ensayo de bases

%
Demostrar que en R3, los tres vectores @ = (1,0,1), b = (—1,—1,2)y @ = (—2,1,—2) forman una base,
y calcular las coordenadas en esta base de un vector Y = (x,9,2).
Solucién V [003317]

Ejercicio 1091 Rango de vectores

En R*, encontrar el rango de la familia de vectores :

D=

= (3,2,1,0), (2,3,4,5), ©=(0,1,23), d=(1,2,12), @=(0,—121).

Solucidn V¥ [003318]

Ejercicio 1092 Funciones afines por partes

Sea0=xp <x; <--- <x,=1unasubdivision de [0, 1] y F el conjunto de funciones f : [0,1] — R continua
cuya restriccién en cada intervalo [x;,x;+] es afin. Demostrar que F es de dimension finita y encontrar una
base de F. [003319]
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Ejercicio 1093 Proyeccién y simetria en K>

H= {7 = (x,y,z) talque x+y+z=0}
K = vect(U = (1,1,2)).

1. Determinar dimH y dar una base.

2. Demostrar que H K = K>.

3. Dar las expresiones analiticas de la proyeccién y simetria asociadas : Ty y spg.

En K3, se dan los subespacios : {

Solucidén V¥ [003320]

Ejercicio 1094 Supplémentaires
SeaE=H®Ky (71,...,7k) una base de K.
1. Demostrar que para todo deH, K4 = Vect(?>1 +d,..., ¢+ 7) es un suplemento de H.

%
2. Demostrar que si @ # b , entonces Ko # K.

[003321]

Ejercicio 1095 ****

1. Sea n un entero natural. Demostrar que si n no es un cuadrado perfecto entonces /n ¢ Q.

2. SeaE = {a+b\v2+cV/3+dV6, (a,b,c,d) € Q*}. Verificar que E es un Q-espacio vectorial, luego
determinar una base de E.

Solucidén V¥ [005179]

Ejercicio 1096 **I

E =R,[X]. Para 0 < k < n, se define P, = X¥(1 — X)"*. Demostrar que la familia (P;)o<i<, €5 una base de
E.
Solucién V [005572]

Ejercicio 1097 **I Polinomios de interpolacion de LAGRANGE

Sean ay,...,a, n+ 1 nimeros complejos distintos dos a dos y by, ...,b, n+ 1 nimeros complejos. Demos-
trar que existe una Unica familia de n + 1 polinomios con coeficientes complejos de grado n, exactamente
verificando V(i, j) € [0,n], Li(a;) =1 sii= jy 0 si no. Demostrar que la familia (L;)o<;<, s una base de
C,[X]. Demostrar que existe un tnico polinomio P de grado menor o igual que n verificando Vi € [0,n],
P(a;) = b;. Especificar P, luego determinar todos los polinomios que satisfacen las igualdades anteriores.

Solucién ¥ [005573]

35 106.05 Dimension

Ejercicio 1098
Calcular la dimensién del subespacio vectorial de R* generado por los vectores Vi = (0,1,2,3), V, =
(1,2,3,4) y V3 =(2,3,4,5). [001014]
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Ejercicio 1099
Sea E es un espacio vectorial de dimensién finita y F y G dos subespacios vectoriales de E. Demostrar que :

dim(F + G) = dimF +dimG — dim(F N G).

Indicacién ¥ Solucidén V¥ Vidéo W [001015]
Ejercicio 1100

Demostrar que todo subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimension finita es de dimension finita.
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [001016]
Ejercicio 1101

Sean Py, P1, P, y P; € R,[X] definidos por

X-1)(X-2 X(X—-1 X-1)(X-3
px) = XDEZD) g XD p —axx-2), Ry = B2 DX

Expresar 1, X, X2 en funcién de Py, P, y P>. Se denota F = vect{Py, P} y G = vect{P,, P;}. Calcular diimF,
dimG, dim(F 4+ G) y dim(F N G). Verificar que

dim(F + G) = dim(F) +dim(G) — dim(F N G).

[001017]
Ejercicio 1102
Dar la dimensién del subespacio F de . (R,R) generado por fi(x) = sen’x, f>(x) = cos?x, f3(x) = sen2x
y fa(x) = cos2x. [001018]

Ejercicio 1103

Se consideran en R*, los vectores :

v =(1,2,3,4), w=(1,1,1,3), vs=(2,1,1,1), w=(-1,0,-1,2), vs=(2,3,0,1).

Sea F el espacio vectorial generado por {vi,v2,v3} y sea G el generado por {v4,vs}. Calcular las dimen-
siones respectivas de F', G, F N G, F 4+ G.

Indicacidén V Solucién V Vidéo W [001019]
Ejercicio 1104

SeanE = {(x,y,z,t) ER*/x+y+z+t= 0} yF= {(x,y,z,t) ceR*/x+y= z—i—t}. Determinar dimE, dim F,
dim(E +F), dim(E N F). [001020]

Ejercicio 1105

Demostrar que f : R® — R3, (x,y,z) = (z,x—y,y+2z) es un automorfismo. [001021]
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Ejercicio 1106

Sea E un Q-espacio vectorial de dimension n. Demostrar que

nespar < 3f € Z(E)/Imf =kerf.

[001022]
Ejercicio 1107
Demostrar que existe una tinica forma lineal f sobre R? tal que f(1,2) =2y f(—2,1) = 5. Determinar el
nicleo y la imagen de f. [001023]
Ejercicio 1108
Determinar segin el valor de x € R el rango de familia de vectores e; = (1,x,—1),e2 = (x,1,x),e3 =
(—L,x,1). [001024]
Ejercicio 1109

Sea E un espacio vectorial de dimensién 3y f € Z(E) tal que f>2#0y f> = 0. Seaxy € E/f*(x0) # 0.
1. Demostrar que (xo, f(xo), f>(x0)) es una base.

2. Demostrar que el conjunto de endomorfismos que conmutan con f es un subespacio vectorial de
Z(E) de base (id, f, f?).

[001025]
Ejercicio 1110
Sea E de dimension finita y f € .Z(E). Demostrar la equivalencia de las tres propiedades :
(i) ker f = ker f2. (i) Im f = Im f2. (iii) E = ker f ®Im f.
[001026]
Ejercicio 1111
Sean E y F ev de dimensiones finitas y u,v € Z(E,F).
1. Demostrar que rg(u+v) < rg(u) +rg(v).
2. Deducir que |rg(u) —rg(v)| <rg(u+v).
Solucion ¥ Vidéo W [001027]

Ejercicio 1112

Sea (f,g) € (L(E))*, donde E es un K-espacio vectorial de dimensién finita n, demostrar las desigualdades :

rg(f) +re(g) —n <rg(fog) <inf(rg(f),rg(g))

(se puede usar g|yer(fog) = h cuyo nicleo se va a determinar) [001028]

Ejercicio 1113
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http://www.youtube.com/watch?v=GU9xDUgfz48

Sea (f,g) € (L(E))*, donde E es un K-espacio vectorial de dimension finita n, tal que (f + g) es invertible

y fg = 0. Demostrar que rg(f) +rg(g) = n. [001029]
Ejercicio 1114

Sea U un subespacio vectorial de E espacio vectorial, y A = {f € L(E)|U C ker(f)}. Demostrar que A es
un subespacio vectorial de L(E). Si E es de dimension finita, ;cudl es la dimensién de A ? [001030]
Ejercicio 1115

Sean Ey, E1,...,E,, n+ 1 espacios vectoriales en un mismo cuerpo conmutativo K, de dimensiones respec-
tivas o, oy, . . . , ;. Se supone que existe n aplicaciones lineales fy, f1,..., fn—1 tales que :

Vk e {0,...,7’[— 1},fk EL(Ek,Ek+]).

y ademads :
— fo es inyectiva;
— Vje{l,...,n—1},Imf;_; =ker(f;);
— fu—1 es sobreyectiva.

Demostrar que

j=0
[001031]
Ejercicio 1116
Sean H; y H» dos hiperplanos de E, espacio vectorial de dimension n. Demostrar que :
dim(Hy N Hy) > n—2.
Generalizar. [001032]

Ejercicio 1117
Dar un ejemplo de endomorfismo de espacio vectorial inyectivo y no sobreyectivo, luego de un endomor-
fismo sobreyectivo y no inyectivo. [001033]

Ejercicio 1118
Sea E un espacio vectorial de dimensién finitay f € L(E), demostrar la equivalencia :

E = ker(f) ® Im(f) < Im f = Im f2.

Dar un contra-ejemplo cuando dim E = +oo. [001034]

Ejercicio 1119
Sea (f,g) € L(E,F)?, con E, F ev de dimensién finita. Se supone

rg(f +g) =rg(f) +re(e)-

Demostrar que :
E =ker(f)+1Imf; Imf NImg = {0}.
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[001035]

Ejercicio 1120
Sea E un espacio vectorial de dimensién finita, y (f,g) € L(E)?, con E = Im f +Img = ker(f) +ker(g).
Demostrar que estas sumas son directas. [001036]
Ejercicio 1121
Sea E un espacio vectorial de dimension finita, y (f1,.. ., fy) de proyectores de E. Demostrar la equivalencia :
k
V(i j) € {1, K i#j=fifi= 0] < Y f; es un proyector.
i=1
[001037]
Ejercicio 1122
Sea f € L(E), donde E es un K-espacio vectorial de dimensién n, tal que : f> = —Id.

1. Demostrar que f es invertible y que la dimensién de E es par, por lo tanto n = 2p.
2. Sea x # 0, demostrar que x y f(x) son linealmente independientes, y que generan un subespacio
estable de E.

P
3. Demostrar que existen p subespacios bidimensionales estables por f, E1,...,E, talesque : E = D E;.
i=1
Deducir una “buena” férmula para calcular f.

[001038]

Ejercicio 1123

Sea E un K espacio vectorial de dimensién finitan > 1. Sea f € L(E) nilpotente. Se denota g € N* el indice
de nilpotencia de f, i.e. :

q =inf{j € N*|f/ =0}.
1. Demostrar que : 3xq € E tal que {xo, f(x0),...,f9 ' (x0)} es libre. Deducir ¢ < n.
2. Sea r = dimker(f). Demostrar que r > 0y que

n
-<g<n+1—r
,

[001039]

Ejercicio 1124 dimH = dimK < H y K tienen un complemento comun

Sean H,K dos sev de un ev E de dimension finita. Demostrar que dimH = dimK si y solo si H y K tienen
un complemento comun (por induccién en codim H).
Solucién ¥ [003322]

Ejercicio 1125 **IT

E denota el espacio vectorial R* (provisto de las operaciones usuales). Se consideran los vectores e; =
(1,2,3,4),e=(1,1,1,3),e3=(2,1,1,1),ea=(—1,0,—1,2) y es = (2,3,0, 1). Sean entonces F = vect(ej, e, e3)
y G = vect(eq, es). Cudles son las dimensiones de F, G, F NGy F+G?
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Solucidén V¥ [005183]

Ejercicio 1126 **IT

Sea K un sub-cuerpo de C, E un K-espacio vectorial de dimension finita n > 2. Sean H; y H, dos hiperplanos
de E. Determinar dimg (H; N H,). Interpretar el resultado cuandon =2 o n = 3.

Solucién V [005184]

Ejercicio 1127 ***]

Sean F' y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial de dimensién finita en K. Demostrar que
dim(F 4+ G) = dimF 4+ dim G — dim(F N G).
Solucién ¥ [005575]

Ejercicio 1128 **

Sean F, Gy H tres subespacios de un espacio vectorial £ de dimensién finita en K. Demostrar que :

dim(F +G+H) < dimF +dimG+dimH — dim(F N G) —dim(G N H) —dim(H N F) +dim(F N G N H).

Encontrar un ejemplo donde la desigualdad sea estricta.
Solucidén V [005576]

Ejercicio 1129 ***

Sean Fy, P>, ..., F,, n subespacios vectoriales de un espacio E de dimension finita en K (n > 2). Demostrar
que dim(F; +---+ F,) < dimF} +---+dimF;,, con igualdad si y solo si la suma es directa.
Solucidén ¥ [005577]

Ejercicio 1130 **I

Sea E un K-espacio vectorial de dimension n > 3. Demostrar que la interseccién de n — 1 hiperplanos de E
es no nulo.

Solucidén V [005578]

Ejercicio 1131 **

Sean (x, ..,x,) una familia de n vectores de rango ry (xi,...,X;) una sub-familia de rango s (m <ny s <r).
Demostrar que s > r+m — n. {Caso de igualdad ?
Solucién ¥ [005579]

Ejercicio 1132 **
Sean E y F dos espacios vectoriales de dimension finita y sean f y g dos aplicaciones lineales de E en F.

Demostrar que |rg f —r1gg| <rg(f+g) <rgf+rgg.
Solucidén V [005580]

Ejercicio 1133 **
Sean E, F y G, tres K-espacios vectoriales luego f € Z(E,F)y g € £(F,G). Demostrar que rg f +rgg —

dimF <rg(go f) < min{rg f,rgg}.
Solucidén V¥ [005581]
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36 106.99 Otro
37 107.01 Definicion

Ejercicio 1134

Notaciones :

% : conjunto de funciones numéricas continuas en [0, 1].

%4 : conjunto de funciones numéricas que tienen una derivada continua en [0, 1].
% (R)y €' (R) : definidos de manera andloga para las funciones definidas en R.
& . conjunto de polinomios en R.

&, : conjunto de polinomios en R, de grado < n

Decir si las siguientes aplicaciones son aplicaciones lineales :
L. R R:x— 242

R—R:x—4x—3.

R—R:x— Va2

R? — R?: (x,y) — (,x).

%—)%:f%{t»—)lf;‘(_—?z}.

€ —R: f— f(3/4).

7. %%R:fo(lM)—/l;zf(t)dt.

8. R2 = R: (x,y) > 3x+5y.

9. R? 5 R: (x,y) = /322 +5)2.
10. R? = R: (x,y) > sen(3x+ 5y).
11. R? 5 R?: (x,y) — (—x,).
12. R2 5 R: (x,y) = xy.

2 . ,
13. R* > R: (x,y )|—>x2"+yy2

A

si ¥ +y* # 0 y0 si no.

1
4. € =64 f—{x— e*x/ ft)dr}.
0
15. & — &, : A cociente de A por B de orden n segin las potencias crecientes (B y n fijos, con
B(0) #0).
—_— —
16. R? — R?: M+ M’ definido por : OM’ = ﬁ siO—]\}I;réE> y 0 si no.

17. R = R: M OM-V,donde V = (4,—1,1/2).
18. R = R3:x+ (2x,x/7m,xV/2).
19. € - R: f+— max f(z).

t€[0,1]
20. € - R: - :
—R:f m[gf]f(t) tg[gr}]f( )
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21. R? — R?: (x,y) — la solucién del sistema de ecuaciones en (u,v) :
B3u—v=x
6u+2v=y.

22. R? = R?: (x,y) ~ el simétrico de (x,y), con respecto a la recta de ecuacién x +y —a = 0 (discutir
de acuerdo a los valores de a).

23. R? — R3: (x,y,z) — la proyeccién de (x,y,z) en el plano x +y+z —a = 0, paralelamente a Oz
(discutir de acuerdo a los valores de a).

24. 6, — 6 : f— f.
25. R? = R?: (x,y,2) = (2x—3y+z,x—y+2/3).
26.

=0 valiendo A en xg = 1.

}7
xX2+1
1
27. CK—HR:fH/ In(1 + | £(2)]) dt.
0

28. R — R : x> la 17-ésimo decimal de x (en escritura decimal).
1
20 6 5 R: Fs £1(1)2) +/ Fl)dt.
0

30. R — R:x+— In(3*V2).
31. RxE(R) = F(R) : (A, f) — la primitiva de f que vale A en xy = 7.
32. €1 (R) = € (R): f s {x+— f'(x)+ f(x)-senx}.

[000927]

Ejercicio 1135
Sean f'y g, aplicaciones de C en C, definidas por f(z) =Zy g(z) = Re(z). Demostrar que f y g son lineales
en C en tanto que R-ev, y no lineales en C en tanto que C-ev [000928]
Ejercicio 1136
Determinar si las aplicaciones f; siguientes son lineales :

fi:RP—= R fi(x,y) = (2x+y,x—y)

LR =R f(xyz) = ()

fR =R, fi(xy,2) = (2x+y+z,y—z,x+Y)

f4:R2_>R47 f4( ) (yvox 7y7x+y)

f5 R3[X] = R, fs(x,y) = (P(~1),P(0),P(1))
Indicacion ¥ Solucién ¥ Vidéo W [000929]

Ejercicio 1137

Sea E un espacio vectorial de dimensién n y ¢ una aplicacion lineal de E en si mismo tal que ¢" =0y
0" ! #0. Seax € E tal que ¢" ' (x) # 0. Demostrar que la familia {x, ¢ (x), $>(x),...,¢" "' (x)} es una base
de E.

Indicacion V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000930]

Ejercicio 1138
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http://www.youtube.com/watch?v=4CS7MiS5AQA
http://www.youtube.com/watch?v=EQJ4bUFDuiQ

Entre las siguientes aplicaciones, establecer las son formas lineales en C*(R) :

o), Fe S =1 e @ Fe R £ [ o

[002431]
Ejercicio 1139
1. Se provee R? de un marco ortonormado (O, ?, ?) Demostrar iue una aplicacién lineal de R? en
R? estd determinada tinicamente por sus valores en los vectores iy J .
2. (Cuadl es la matriz de simetria axial con respecto al eje de abscisas en la base {7, 7} ?
3. (Cual es la matriz de la proyeccion ortogonal sobre el eje de abscisas en la base {_z>, ?} ?
4. (Cudl es la matriz de la rotacién de angulo 0 y de centro O en la base {7, ?} ?
5. (Cudl es la matriz de la homotecia de centro O y de cociente k en la base {_z>, ?} ?
6. (Cudl es la matriz de simetria central de centro O en la base {7, ?} ?
7. (Es una traslacién, una aplicacién lineal ?
[002740]
Ejercicio 1140

Sea f la funcién de R* en R* definida por :
foy,z,t) = (x+y+z+t,x+y+z+t,x+y+z+1,2x+2y+2z+2t).
1. Demostrar que f es lineal y determinar su matriz en la base canénica de R*.
%
2. Verificar que los vectores d= (1,—1,0,0), b =(0,1,—1,0) y = (0,0,1,—1) pertenecen a ker f.

3. Verificar que el vector 7 = (5,5,5,10) pertenece a Imf.
[002741]

Ejercicio 1141
Sea la aplicacién f : R? — R3 dada por :

fx,y,2) = (x4+2y+z,2x+y+3z,—x—y—2).

1. Justificar que f es lineal.
2. Dar la matriz de A en la base canénica de R?.
3. (a) Determinar una base y la dimensién del nicleo de f, denotado ker f.
(b) (La aplicacién f es inyectiva ?
4. (a) Dar el rango de f y una base de Imf.
(b) (La aplicacién f es sobreyectiva ?
[002742]

Ejercicio 1142 Endomorfismo tal que todo vector no nulo es propio

Sea E un espacio vectorial y f € Z(E) tal que para todo ¥ € E, la familia (7, f (7)) es 1d.
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é
1. Demostrar que si X # 0, existe un tnico escalar A+ tal que f (7) = 177.
2. Comparar Ay y Ay, cuando (¥,7) es libre.
3. Demostrar que f es una homotecia.

[003309]

Ejercicio 1143 Aplicaciones R-lineales sobre C

Se considera que C es un R-espacio vectorial.
1. Dar una base de C.
2. Demostrar que todo endomorfismo de C se puede escribir en la forma : f(z) = az+bz, cona,b € C.
3. (Hay una CNS sobre a y b, para que f sea biyectivo ?

Solucidén ¥ [003312]

Ejercicio 1144 **T

1. Verificar que existe una tinica aplicacién lineal de R en R? verificando £((1,0,0)) = (1,1), luego
£((0,1,0)) = (0,1) y £((0,0,1)) = (~1,1). Caleular f((3,~1,4)) y f((x,y.2)) en general,

2. Determinar ker f. Proporcionar una base. Dar un suplemento de ker f en R? y verificar que es iso-
morfo a Im f.

Solucidén V [005170]

Ejercicio 1145 ***]

Sea E = R, [X], el R-espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a n (n
entero natural dado). Sea ¢ la aplicacién definida por : VP € E, (P) = P(X + 1) — P(X).

1. Verificar que ¢ es un endomorfismo de E.

2. Determinar ker @ y Im ¢.

Solucidén V¥ [005186]

Ejercicio 1146 **

Sea f:C— C, donde a esunnimero complejo dado no nulo. Demostrar que f es un endomorfismo del

Z—z+az
R-espacio vectorial C. ; f es un endomorfismo del C-espacio vectorial C ? Determinar el niicleo y la imagen
de f.
Solucién ¥ [005188]

Ejercicio 1147 **
Sea f € Z(R?), para (x,y) € R?, se establece f((x,y)) = (¥,y').
1. Recordar la escritura general de (x,y") en funcién de (x,y).
2. Sedefine z=x+iyy7z =x'+iy (donde i = —1), demostrar que : 3 (a,b) € C*/Vz € C, 7 = az+Dbz.

3. Reciprocamente, demostrar que la expresién anterior define un tinico endomorfismo de R? (en claro,
la expresion compleja de un endomorfismo de R? es 7/ = az + b7).

Solucidn V¥ [005189]
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38 107.02 Imagen y nucleo, teorema del rango

Ejercicio 1148

Sean F y G dos subespacios vectoriales de R”, se define la aplicacién f : F x G — R" por f(x,x2) = x1 +x2.

1. Demostrar que f es lineal.

2. Determinar el nicleo y la imagen de f.

[000931]
Ejercicio 1149
Sea f una aplicacion lineal de R” en R”. Demostrar que las propiedades (1) a (3) son equivalentes.
(1) R" = Im(f) Pker(f), (2) Im(f) = Im(s?), (3) ker(f) =ker(f?).
[000932]

Ejercicio 1150

Sean : E, F y G tres subespacios vectoriales de RY, f una aplicacién lineal de E en F y g una aplicacién
lineal de F en G. Se recuerda que go f es la aplicacién de E en G definida por go f(v) = g(f(v)), para todo
vector v de E.

1. Demostrar que g o f es una aplicacién lineal.
2. Demostrar que f(ker(g of)) =kerg NImf.

[000933]

Ejercicio 1151

Sea E un espacio vectorial y sean E| y E, dos subespacios vectoriales de dimension finita de E, se define la
aplicacion f: Ey X E; — E por f(x1,x2) = x1 + x2.

1. Demostrar que f es lineal.
2. Determinar el nicleo y la imagen de f.
3. (Qué da el teorema del rango ?

Indicacidén V¥ Solucién Vv Vidéo H [000934]

Ejercicio 1152

Sea E el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a n. Para p < n se denota e, el polinomio
x+— xP. Sea f la aplicacién definida en E por f(P) = Q, con Q(x) = P(x+ 1) +P(x—1) —2P(x).

1. Demostrar que f es una aplicacién lineal de E en E.
2. Calcular f(ep); (cudl es su grado ? Deducir ker f, Im f y el rango de f.

3. Sea Q un polinomio de Im f; demostrar que existe un dnico polinomio P tal que : f(P)=Q'y
P(0)=P'(0) =0.

[000935]

Ejercicio 1153
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Sea E, F, G tres espacios vectoriales, f y g dos aplicaciones lineales £ ERYE G ; demostrar que :

ker(go f) = f'(kerg NIm f) = f~ ! (kerg).

[000936]

Ejercicio 1154

Sea E un espacio vectorial de dimension finita, F' 'y N dos subespacios vectoriales de E ; dar una condicion
necesaria y suficiente para que exista una aplicacion lineal f de E en E verificando : f(E) =F y ker f = N.
[000937]

Ejercicio 1155
Sea E, F, G tres espacios vectoriales de dimensiones respectivas n, p, g, y sean f y g dos aplicaciones
lineales E 1> F % G tales que go f = 0. ;Cudl es la relacién entre el rango de fy el de g? [000938]
Ejercicio 1156

Sea E un espacio vectorial de dimensidn finita, f una aplicacién lineal de E en E ; demostrar que las propie-
dades (1) a (3) son equivalentes :

() E =Imf Dkerf, (2) Im f = Im f2, (3) ker f = ker f2.

[000939]

Ejercicio 1157
Sea E un espacio vectorial, y # una aplicacién lineal de E en E. Decir si las siguientes propiedades son
verdaderas o falsas :

1. Siey,es,...,ep, es libre, es lo mismo con u(ey),u(ez), ... u(e,).

2. Siu(er),u(ez),...,u(ep,) es libre, es lo mismo con ey, es,...,ep.

3. Siey,e,...,e, es generatriz, es lo mismo con u(ey),u(ez), ..., u(ep).

4. Siu(er),u(es),...,u(e,) es generatriz, es lo mismo con ey, e, ..., e,.

5. Siu(ei),u(ez),...,u(e,) es una base de Imu, entonces ey, ez,...,e, es una base de un subespacio

vectorial suplemento de ker u.

[000940]

Ejercicio 1158

Sean E un espacio vectorial y ¢ una aplicacién lineal de E en E. Se supone que ker(¢) NIm(¢) = {0}.
Demostrar que, si x ¢ ker(¢), entonces, para todo n € N : ¢"(x) # 0.
Solucién ¥ [000941]

Ejercicio 1159

Para aplicaciones lineales f: E — F, g : F — G, establecer la equivalencia go f = 0 <= Im f C kerg.
Sea f un endomorfismo de una ev E, verificando la identidad f2 + f — 2ir = 0. Establecer Im(f —ig) C
ker(f+2ig); Im(f +2ig) C ker(f —ig); E =ker(f —ig) @ ker(f + 2ig). [000942]
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Ejercicio 1160

Sea E un espacio vectorial de dimension n y f una aplicacién lineal de E en si mismo. Demostrar que las
dos afirmaciones siguientes son equivalentes :

(@) ker f =Im f, (i) f2=0yn=2-rg(f).

Indicacion V¥ Solucién V Vidéo W [000943]

Ejercicio 1161

Sean E un espacio vectorial y F un subespacio vectorial de £ de dimension finita. Sea f una aplicacion
lineal de E en si mismo.

1. Demostrar que, si F C f(F), entonces f(F)=F.
2. Demostrar que, si f es inyectivay f(F) C F, entonces f(F) = F.

[000944]
Ejercicio 1162
Sean f: E — F y g : F — G dos aplicaciones lineales. Demostrar que ker(f) C ker(go f) y Im(go f) C
Im(f). [000945]
Ejercicio 1163

Sea E un espacio vectorial de dimensién finita y ¢ una aplicacién lineal de E en E. Sea K, = ker(¢") y
I, = Im(¢@"). Demostrar que existe ng € N tal que para todo n > ng se tiene K,, = K,,,. Deducir que para todo

n = ny se tiene igualmente 1, = I,,. [000946]
Ejercicio 1164

Sean f'y g dos endomorfismos de E tales que fog = go f. Demostrar que ker f y Im f son estables por g.
Indicacion ¥ Solucion ¥ Vidéo W [000947]

Ejercicio 1165

Sea f € Z(E) tal que f> = f?+ f. Demostrar que E = ker(f) ©Im(f) (se observa que fo(f>— f—1Id) =0).
[000948]

Ejercicio 1166
Sea f € Z(E). Demostrar que ker(f) N Im(f) = f(ker(fof)).

Indicacién ¥ Solucidén ¥ [000949]
Ejercicio 1167
Sea U un subespacio vectorial de E espacio vectorial, y A = {f € L(E)|U C ker(f)}. Demostrar que A es
un subespacio vectorial de L(E). [000950]
Ejercicio 1168
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Dar ejemplos de aplicaciones lineales de R? en R? verificando :

1. ker(f) =Im(f).
)

2. ker(f) incluido estrictamente en Im(f).

3. Im(f) incluido estrictamente en ker(f).

Solucién ¥ [000951]
Ejercicio 1169
Sea (u,v) € (L(E))?, tales que u?> = u'y vu = 0. Demostrar que Im(u +v) = Im(u) +Im(v). [000952]
Ejercicio 1170
Sea (e_f, e, e_3>) una base de R3, y A un niimero real. Demostrar que las relaciones

¢(€_1>) —el+eb

9(ef) = ?1 e

o(e3) =2l +Ae3
define una aplicacion lineal de R3 en R3. Escribir la imagen del vector V= aj e_1> —I—aze_z> + a36_3>. ({Como
escoger A, para que ¢ sea inyectiva ?, ;sobreyectiva ? [000953]
Ejercicio 1171

Sea E un espacio vectorial de dimension 3, {e},e3,e3} una base de E, y ¢ un pardmetro real.
¢(e1) =e1+e
Demostrar que la dada de ¢ ¢(e2) =e; —ey define una aplicacion lineal ¢ de E en E. Escribir la transfor-
¢(e3) =e1+tes
mada del vector x = e + 0hey + 03es. (COmo escoger t, para que ¢ sea inyectiva ? sobreyectiva ?
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000954]

Ejercicio 1172

E es un espacio vectorial de dimensién n sobre R, f una aplicacién lineal de E en E, construir en los
siguientes tres casos dos aplicaciones lineales biyectivas u y v de E en E tales que f = u —v.

— f es biyectiva.

— kerf+Imf=FE.

— f es cualquiera.

[000955]

Ejercicio 1173

Para las siguientes aplicaciones lineales, determinar ker f; y Im f;. Deducir si f; es inyectiva, sobreyectiva,
biyectiva.

fl:Rzﬁsz f1(x,y):(2x+y,x—y),
LR SR, Ay = 2x+y+z,y—z,x+Y),
f31R2_}R47 f3 x,y):(y,O,x—7y,x+y),
fa:R3[X] = R, f4(P) = (P(—1),P(0),P(1)).
Solucidén V¥ Vidéo A [000956]
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Ejercicio 1174

Sea f € L(E) no nulo; demostrar que f es inyectiva si y solo si para todo par (E;,E,) de subespacios
suplementarios de E, la suma f(E;) + f(E,) es directa (i.e. f(E1) y f(E>) son suplementarios).  [000957]

Ejercicio 1175
Sea f € L(E), donde E es un K—espacio vectorial. Se supone que Vx € E, 34 € K, f(x) = Ax. Demostrar
que Ju €K, f=puld [000958]
Ejercicio 1176

Sea E =R, [X] y sean A y B dos polinomios con coeficientes reales de grado n+ 1. Se considera la aplicacion
f que a todo polinomio P de E, asocia el resto de la division euclidiana de AP por B.

1. Demostrar que f es un endomorfismo de E.

2. Demostrar la equivalencia f es biyectiva <= A y B son primos entre si.

Indicacidén V Solucién V Vidéo B [000959]
Ejercicio 1177
Sea f € Z(E) tal que f> = f>+ f +1d. Demostrar que f es un automorfismo. [000960]

Ejercicio 1178
Sea E un C—espacio vectorial y f € .Z(E) tal que f> —3f+2Id = 04 (E)-

1. Demostrar que f es un automorfismo.
2. Demostrar que E = ker(f —Id) @ ker(f —21d).

3. Deducir de 2. que si E es de dimension finita n, existe una base 8 = (&)1<i<n, tal que Vi, f(&) = A€,
conA, =104 =2.

[000961]
Ejercicio 1179
Demostrar que si p < g no existe una aplicacion lineal sobreyectiva de R” en RY. Demostrar que si g < p
tampoco existe una aplicacidn lineal inyectiva de R” en R9. [000962]
Ejercicio 1180

Sea E y F dos espacios vectoriales de dimension finita y ¢ una aplicacién lineal de E en F. Demostrar que
¢ es un isomorfismo si y solo si la imagen por ¢ de todo base de E es una base de F.
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000963]

Ejercicio 1181

1. Sean E y F dos espacios vectoriales y ¢ una aplicacion lineal biyectiva de £ en F. Demostrar que la
biyeccion reciproca ¢! es lineal. Tal aplicacién se llama isomorfismo de espacios vectoriales.

2. Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensidn finita. Demostrar que existe un isomorfismo de
espacios vectoriales de E, con valores en F si y solo si dim(E) = dim(F).
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[000964]

Ejercicio 1182
Sea E un espacio vectorial de dimension finita ¢ y y dos aplicaciones lineales de E en E tales que ¢ oy =
Idg. Demostrar que yo ¢ = Idg. [000965]
Ejercicio 1183

Sea E un espacio vectorial de dimensioén finita n, y u,v dos endomorfismos de E.
1. Demostrar que uov = 0 si y solo si la imagen de v estd contenida en el nicleo de u.

2. Sea (ey,...,e,) una base de E. Se supone en esta pregunta que u y v se expresan en esta base por
u(er) =ey, u(e;) =0, sii#1, v(ey) =ep, v(e;) =0, sii#2.

Encontrar las matrices de u, vy uov en esta base.

3. Si u es cualquier endomorfismo no nulo de E, ;qué condicién debe verificar el nicleo de u, para que
exista un endomorfismo no nulo v tal que uov = 0? ;En este caso, u es biyectiva?

[002441]

Ejercicio 1184

1. Sea f una aplicacién lineal sobreyectiva de R* en R2. ;Cudl es la dimensién del niicleo de f?
2. Sea g una aplicacién inyectiva de R?® en R!%. ;Cudl es la dimensién de la imagen de g ?

3. (Existe una aplicacién lineal biyectiva entre R y R7??

[002743]
Ejercicio 1185
Sea la matriz
2 71
A=| -1 20
351
1. Determinar una base nicleo de A.
2. Determinar una base de la imagen de A.
[002744]

Ejercicio 1186
Sea la matriz
2 3 1
B=1|-12-1-3
-3 5 2-3

1. Determinar una base nucleo de B.

2. Determinar una base de la imagen de B.
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[002745]

Ejercicio 1187
Sea la matriz
—1 3 1
1 2
C= 2 -1 -1
2 4
1 7 1

1. Determinar una base nucleo de C.

2. Determinar una base de la imagen de C.

[002746]
Ejercicio 1188
Para cada par de matrices (A;,b;), 1 <i <5, abajo :
1. dar la naturaleza del conjunto de soluciones del sistema A;X = b;;
2. dar una representacién paramétrica del conjunto de soluciones de A; X = b;;
3. dar una base de la imagen y una base del nicleo de A;.
1 2 3 4 1 1201 3 1
0123 1 0111 2 1
VA=l g0 12| nF[]r DRl 23 |0 2T
00 01 1 00011 1
1 2 3 4 1 1 2011 1
0123 1 01122 1
A9As=|00 1 2 |, by=|1 A= 001 2 1], b=]1
00 01 1 00011 1
00 0O 1 00 0O0O0 1
1 2011 1
01122 1
DAs=| 00 1 2 1|, bs=]1
00011 1
00 0O0O0 0
[002770]
Ejercicio 1189
Calcular una base de la imagen y una base del nicleo de la aplicacién lineal
R —R
(x,3,2) — (x+y,x+y+z,2x+y+2z,2x+2y+2z,y+2)
(Cudl es el rango de f? [002771]

Ejercicio 1190 fogof=fygofog=g
Sean f,g € Z(E) tales que fogof=fygofog=g.
1. Demostrar que £ =ker f & Img.
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2. Demostrar que f(Img) =Imf.

Solucidén V¥ [003310]

Ejercicio 1191 f3 =1d
Sea f € Z(E) tal que > = Idg.
1. Demostrar que ker(f —Id) & Im(f —1d) =E.
2. Demostrar que ker(f —Id) = Im(f% + f +1d) y Im(f —Id) = ker(f2 + f +1d).

[003311]
Ejercicio 1192 Suplementario de un hiperplano
Sea E un K-evy f: E — K una forma lineal no idénticamente nula. Se denota H = ker f.
1. Demostrar que Im f = K.
2. Sea W € E\HyF = vect(u). Demostrar que F & H = E.
[003313]

Ejercicio 1193 Conmutantes iterados

Sea u € Z(E). Se define parav € Z(E) : ¢(v) =vou—uov, y se denota ¢; = ker @' (co = {0}, c; es el
conmutante de u, ¢, es el conjunto de los v tales que vou —uov conmuta con u, ...).

1. Calcular @(vow) en funcién de v,w, @(v) y @(w).

2. Demostrar que ¢ = |_J ¢; es una subdlgebra de . (E).
ieN
Solucidén ¥ [003316]

Ejercicio 1194 Aplicaciones del teorema del rango
Sean E,F dos K-evy f € Z(E,F).
1. Demostrar que si H es un sev de E, entonces dim f(H) = dimH — dim(H Nker f).
2. Demostrar que si K es un sev de F, entonces dim £~ (K) = dim(K NIm f) + dim(ker f).

[003327]

Ejercicio 1195 Aplicacién del teorema del rango

Sean E, F dos ev de dimensiones finitas y u,v € .Z(E,F). Demostrar que dim(ker(u+v)) < dim(keru N
kerv) +dim(Imu NImv). (Considerar w = u|yer(;4v)-) [003328]

Ejercicio 1196 Rangode fog

Sea E un ev de dimension finitay f,g € Z(E). Establecer :
1. dimker(fog) < dimker f +dimkerg.
2. dim(Im f Nkerg) =rg(f) —rg(go f).
3. rg(f)+rg(g) —dimE <rg(fog) < min(rg(f),rg(g))-
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[003329]

Ejercicio 1197 CNS para que ker f y Im f sean suplementarios

Sea E un ev de dimensién finitay f € £ (E). Demostrar que las siguientes propiedades son equivalentes :
l.kerf>=kerf. 2.Imf>=Imf. 3.kerf®Imf=E. 4. kerfNImf= {ﬁ}. 5.kerf+Imf=E.

[003330]

Ejercicio 1198 fog =0
Sea E un ev de dimension finitay f,g € Z(F) tales que f og = 0. Encontrar una desigualdad que relaciona
los rangos de f'y de g. ;Se puede tener igualdad ? [003331]

Ejercicio 1199 Rangode f+¢
Sean E, F dos ev, E de dimension finita, y f,g € £ (E,F).

1. Demostrar que rg(f +g) < rg(f) +rg(g).
2. Demostrar que existe igualdad si y solosiImf N Img = {6>F} ykerf+kerg=EFE.

Solucidén V¥ [003332]

Ejercicio 1200 ker f +kerg=Imf+Img=F

Sean E un ev de dimensién finita y f,g € Z(E) tales que ker f +kerg = Im f + Img = E. Demostrar que
las sumas son directas. [003333]

Ejercicio 1201 > =0
Sea f € Z(E) tal que 3 =0.
1. Demostrar que 1g f +rg > < dimE.

2. Demostrar que 2rg f> < rg f (aplicar el teorema del rango a Siimp)-

[003334]
Ejercicio 1202 fog=0y f+g <€ GL(E)
=0
Sea E de dimension finitay f, g € Z(E) tales que : fos
f+g€GL(E).
Demostrar que rg f +rgg = dim£E.
Solucidén ¥ [003335]

Ejercicio 1203 f tal que Im f y ker f son impuestos

Sea E un K-ev de dimensién finita y H, K dos sev fijos de E.
1. ¢(Bajo qué condiciones existe un endomorfismo f € Z(E) talque Imf =H y ker f =K ?

2. Sedenota & ={f € L(E)talque Imf =H y ker f = K}. Demostrar que & es un grupo para o si y
solosiHGK =E.
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Solucidén V¥ [003336]

Ejercicio 1204 Teoremas de factorizacion
Sean E, F, G tres K-ev con dim(G) finita.

1. Seanu € Z(F,E)yv e Z(G,E). Demostrar que existe h € .Z(G,F) tal que v=uoh siy solo si
Imv C Imu.

2. Seanu € Z(E,F)yve Z(E,G). Demostrar que existe h € Z(G,F) tal que u = hov si y solo si
kerv C keru.

[003337]

Ejercicio 1205 Nucleos iterados
Sea E un ev de dimensién finitay f € Z(E). Sea N; = ker(f*) y I, = Im(f%).

1. Demostrar que la sucesion (Ni) es creciente (para la inclusion) y que la sucesion (I;) es decreciente.

2. Sea p tal que N, = N, 1. Justificar la existencia de p y demostrar que N, | =Npyo =+ =Ny =

3. Demostrar que las sucesiones (N;) y (I) son estacionarias a partir del mismo rango p.
4. Demostrar que N, ®1, = E.
5. Demostrar que la sucesion (dim(Ny 1) — dim(Ny)) es decreciente.

[003349]

Ejercicio 1206 Dimensién de los g talque fog=0y/ogo f=0
Sean f € Z(E),K=kerf,I=Imf, # ={gc L (E)talque fog=0}y ¥ ={ge Z(E) talque go f =
0}.

1. Demostrar que .7y .# son sev de .Z(E).

2. Seage Z(E). Demostrarque : g€ # <= ImgCK,y:g€ ¥ <= kergDI.

3. (a) Demostrar que la aplicaciéon ® : % — Z(E,K),g — g‘K es un isomorfismo de ev. Deducir
dim 7.

(b) Determinar lo mismo dim .# introduciendo un suplementario I’ de 1.
(c) Determinar también dim(.%2" N .%).

Solucidén V¥ [003350]

Ejercicio 1207 Rangode f+> uo fov

Sean u,v € Z(E). Determinar el rango del endomorfismo de £ (E) : f+— uo fov.
Solucién ¥ [003351]

Ejercicio 1208 ideales de .Z'(E)

Un ideal a la izquierda de Z(E) esunsev .# de L (E) talque : Vfe ./, Vge L(E), foge V. Sea .V
un ideal de izquierda.

1. Demostrar que si f € .7 y Img C Im f, entonces g € .#.
2. Sean fi, f» € .#. Demostrar que existe g1, g € .Z(E) tales que Im(fjog1 + f20g2) = Im f; +Im f>.
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3. Sea f € . tal que rg(f) sea maximal. Demostrar que :
I ={ge X(E)talque Img CImf} ={fogtalque g € Z(E)}.

[003353]

Ejercicio 1209 **]
Sea E un K-espacio vectorial y f un elemento de .Z(E).
1. Demostrar que [ker f = ker f2 < ker f NIm f = {0}] y [Im f = Im f? < E = ker f +Im f] (donde
fF=fof)

2. Por definicién, un endomorfismo p de E es un proyector si y solo si p> = p. Demostrar que

[p proyector < Id —p proyector]

ya que

[p proyector = Imp = ker(Id—p) y kerp =Im(Id—p) y E =kerp®Imp].

3. Sean p y ¢ dos proyectores, demostrar que : [kerp =kerg< p=poq y g=qop].

4. py g son dos focos verificando pog+go p =0, demostrar que pog = go p = 0. Dar una condicién
necesaria y suficiente para que p + ¢ sea un proyector cuando p y ¢, lo son. En este caso, determinar
Im(p+q) y ker(p + ¢) en funcién de ker p, kerg, Imp y Img.

Solucidén Vv [005171]

Ejercicio 1210 ****

Sea E un K-espacio vectorial y sea (u,v) € (Z(E))>.
1. Demostrar que [kerv C keru < 3w € L (E)/ u=wov).
2. Deducir que [v inyectivo < Iw € Z(E)/ wov = Idg].

Solucidén V¥ [005181]

Ejercicio 1211 ***
Sea E = R[X] el R-espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales.
— Sea f:E — E . f es lineal, inyectiva, sobreyectiva ? Proporcionar un suplemento de ker f.
PP
— Las mismas preguntas con g : E — E
P /0 ' P(1) dt.

Solucidén V¥ [005182]

Ejercicio 1212 **T

Sean (e;)1<i<4 la base canénica de R* y f el endomorfismo de R* definido por : f(e1) = 2e1 +e3, f(e2) =
—ey+eu, f(e3) =e;+2e3y f(es) = ep — eq. Determinar ker f y Im f.
Solucidén ¥ [005187]

Ejercicio 1213 **I
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Sean K un sub-cuerpo de C y E y F dos K-espacios vectoriales de dimension finita sobre K y u y v dos
aplicaciones lineales de E en F. Demostrar que : |rgu —rgv| <rg(u+v) <rgu+rgv.
Solucién ¥ [005190]

Ejercicio 1214 *#**

Sean K un sub-cuerpo de C y E un K-espacio vectorial de dimension finita 7.

1. Demostrar que, para todo endomorfismo f de R?, se tiene :
(kerf=Imf) < (f2=0y n=21gf) = (f*=0y Ige L(E)/ fog+gof=1dp).

2. Se supone ker f = Im f. Demostrar que existe una base (uj,...,u,,vi,...,v,) de E tal que :

VI€{177P}7 f(ul):() y f(vi):ui-

Solucidén V¥ [005191]

Ejercicio 1215 ***] El teorema del nucleo iterado

Sean K un sub-cuerpo de C, E un K-espacio vectorial de dimension finita n y f un endomorfismo de E no
inyectivo. Para k entero natural dado, se establece Ny = ker f* y I, = Im f* (con la convencién 0 = Idg).

1. Demostrar que : Vk € N, (Ny C Ngy1 Y Iy C Iy).

2. (a) Demostrar que : (Vk € N, (Ny = Ngi1 = Ni1 = Niyo)-
(b) Demostrarque: 3p e N/VkeN, (k< p= Ny #Nis1 Y k= p = Np = Niy1)-
(c) Demostrar que p < n.

3. Demostrar que sik < p, Iy = L1 ysik = p, I = I;4.

4. Demostrar que E = I, ® N, y que f induce un automorfismo de I,.

5. Sea dy = dimI;.. Demostrar que la sucesion (dy — di1)ren es decreciente (en otros términos la suce-
sion de imagenes iteradas I; decrece cada vez menos rapido).

Solucidén V¥ [005192]

Ejercicio 1216 ***I

Sean K un sub-cuerpo de C, E un K-espacio vectorial de dimension cualquier sobre Ky f un endomorfismo
de E verificando f? —5f +61dg = 0. Demostrar que E = ker(f —21d) @ ker(f — 31d).
Solucion ¥ [005194]

Ejercicio 1217 ***

Sean E un espacio de dimensién finitay F' 'y G dos subespacios de E. Condicién necesaria y suficiente en F'
y G, para que exista un endomorfismo f de E tal que F =ker f y G =Im f.

Solucién V [005582]

Ejercicio 1218 ***

Sean E un espacio vectorial no nulo de dimension finita y f un endomorfismo de E. Demostrar que :

1. (f no inyectiva) < (f =0 o f divisor de cero a la izquierda).

2. (f no sobreyectiva) < (f =0 o f divisor de cero a la derecha).
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Solucidén V¥ [005583]

Ejercicio 1219 **I Nucleos iterados

Sean E un espacio vectorial y f un endomorfismo de E. Para k € N, se establece Ny = ker(f*) y I, = Im(f%),
luego N = U Nyl = ﬂ I;.. (N es el nilespacio de f e I el corazon de f)
keN keN
1. (a) Demostrar que las sucesiones (N )ren Y (Ix)ren son respectivamente crecientes y decrecientes
para la inclusién.

(b) Demostrar que N e [ son estables por f.
(c) Demostrar que Vk € N, (Ny = Niy1) = (Nir1 = Nit2)-
2. Se supone ademds que dim E = n entero natural no nulo.

(a) SeaA={keN/Ny=Ngy1} yB={keN/ I, =I}. Demostrar que existe un entero p < n
talqueA=B={ke N/ k> p}.

(b) Demostrar que E =N, D 1,.
(c) Demostrar que f|y es nilpotente y que fj; € GL(J).
3. Encontrar ejemplos donde
(a) A esvacioy B es no vacio,
(b) A esno vacio y B es vacio,
(c) (****) Ay B son vacios.
4. Para k € N, se establece dy = dim(Iy). Demostrar que la sucesion (dy — di1)ren es decreciente.

Solucidén V [005586]

Ejercicio 1220 ***
Sean E y F' dos K-espacios vectoriales y f una aplicacién lineal de E hacia F.

1. Demostrar que [(Vg € ZL(F,E), fogof=0=g=0)= f biyectiva.
2. SeadimE = p, dimF =ny rg f = r. Calcular la dimensién de {g € Z(F,E)/ fogo f =0}.

Solucidén V¥ [005601]

Ejercicio 1221 **I
Sea E = K,,[X]. u es el endomorfismo de E definido por : VP € E, u(P) =P(X +1)—P.

1. Determinar keru y Imu.

0O 1 O 0
2. Determinar explicitamente una base en la que la matriz de u es .0
: 1
0 0
Solucién ¥ [005602]
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39 107.03 Morfismos particulares

Ejercicio 1222

Sean U y V dos conjuntos no vacios y f una aplicacién de U, con valores en V. El grdfico de f es el
subconjunto de U x V definido por ¢y = {(x,y) € U x V tales que y = f(x)}.

1. Se supone ahora que U y V son espacios vectoriales. Recordar la definicién de la estructura de
espacio vectorial de U x V.

2. Demostrar que una parte H de U x V es el grafico de una aplicacién lineal de U en V si y solo si se
cumplen las siguientes tres condiciones :
i) La proyeccién canénica H — U definida por (x,y) — x es sobreyectiva.
ii) H es un subespacio vectorial de U x V.
iii) HN ({0p}) x V) ={0uxv}. Oy y Oyxv son los elementos neutros respectivos de U y U x V.)

3. Se identifica R* a R? x R? por el isomorfismo (x,y,z,¢) — ((x,y),(z,¢)). Indicar condiciones nece-
sarias y suficientes para E sea la grafica de una aplicacién lineal de R? en si mismo.

4. Demostrar que E es el grifico de una aplicacién lineal ¢ de R? en si mismo. Determinar su matriz
en una base que se definird de antemano.

[000966]

Ejercicio 1223 Proyector e involucién

Sea E un espacio vectorial ; se denota ir la identidad en E. Un endomorfismo u# de E es un proyector si
uou=u.

1. Demostrar que si u# es un proyector entonces ig — u €s un proyector. Verificar también que Imu =
{x€E; u(x) =x}yque E=kerudImu.
Un endomorfismo u de E es llamado involutivo si uou = ir.

2. Demostrar que si u es involutivo entonces u es biyectivay E = Im(ig +u) ® Im(ig — u).
Sea E=F®G y seax € E que se escribe de una manera dnica x = f+g, f € F, g €G. Sea
u:Esx— f—gekE.

3. Demostrar que u es involutivo, F = {x € E; u(x) =x} y G = {x € E; u(x) = —x}.

4. Demostrar que si u es un proyector, 2u — ig es involutivo y que todo endomorfismo involutivo puede
ponerse de esta forma.

[000967]

Ejercicio 1224

Sean P = {(x,y,z) € R3;2x+y—z=0} y D = {(x,y,2) € R};2x —2y+z=0,x —y —z = 0}. Se designa por
¢ la base canénica de R.

1. Dar una base {e},e;} de Py {e3} unabase de D. Demostrar que R* = P& D ya que €' = {ej,e2,e3}
es una base de R>.

2. Sea p laproyeccién de R? sobre P, paralelamente a D. Determinar Mat(p, €', €'), luego A = Mat(p, €, €).
Verificar A2 = A.

3. Sea s la simetrfa de R3, con respecto a P, paralelamente a D. Determinar Mat(s,€’,€’), luego B =
Mat(s, €, €). Verificar B> =1, AB=A 'y BA = A.
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[000968]

Ejercicio 1225

1. Sea E un espacio vectorial de dimensién n. Un hiperplano de E es un subespacio vectorial de di-
mensién n — 1. Demostrar que la interseccion de dos hiperplanos de E tiene una dimensién mayor o
igual a n — 2. Demostrar que, para todo p < n, la interseccién de p hiperplanos tiene una dimensién
mayor o igual a n — p.

2. Demostrar que, para todo n € N y para todo y € R, la aplicacién ey, de R,[X], con valores en R
definida por e,(P(X)) = P(y) ( i.e. la aplicacién e, es la evaluacion en y) es lineal. Calcular la
dimensioén de su nicleo.

3. La misma pregunta para la aplicaci6n e} de R,[X], con valores en R definida al definir €},(P(X)) =
P'(y) (designando por P’ el polinomio derivado de P).

4. Demostrar, usando estos dos resultados, que existe en Rg[X] un polinomio P no nulo y teniendo las
siguientes propiedades : P(0) = P(1) = P(2) =0y P'(4) = P'(5) = P'(6) = 0.

[000969]
Ejercicio 1226
Sea f: R> = R?, (x,y) — %(—x + 2y, —2x+4y). Demostrar que f es el biiiip con respecto a biiiip paralela-
mente a bifflp.***##ksksk [000970]
Ejercicio 1227

E es un R—espacio vectorial, F 'y G dos subespacios suplementarios de E : E = F@G. Se define s(u) =
ur — ug, donde u = ur + ug es la descomposicion (inica) obtenida gracias a E = FE@ G. s es la simetria
con respecto a F' de direccién G.

1. Demostrar que s € L(E), que u € F < s(u) = u,u € G < s(u) = —u, dar ker(s) y calcular s2.
f+idg

2. Reciprocamente, si f € L(E) verifica f> = idg. Se define p = . Calcular f(u) en funcion de

p(u) y u. Verificar que p es un proyector, calcular su ndcleo y su imagen. Demostrar que f es la
simetria con respecto a F = {u € E|f(u) = u} de direcciéon G = {u € E|f(u) = —u}.

[000971]

Ejercicio 1228

Sean p y g dos proyectores de E, espacio vectorial, tales que pg = gp (p y g conmutan). Demostrar que pq
y (p+ ¢ — pq) son dos proyectores de E, y que :

Im(pg) =Imp N Img,

Im(p+q— pg) =Imp+Img.

[000972]

Ejercicio 1229

Sean p y g dos proyectores de E, espacio vectorial ; dar una condicién necesaria y suficiente para que p + ¢
sea un proyector de E ; dar entonces Im(p +¢q) y ker(p+q).
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Indicacion : Se puede demostrar que Im(p+¢q) =Imp@Imgqy que ker(p+g) =ker(p) Nker(q). [000973]

Ejercicio 1230

Sea E el espacio vectorial de funciones de R en R. Sean P el subespacio de funciones pares e [ el subespacio
de funciones impares. Demostrar que £ = P@ 1. Dar la expresion del proyector en P de direccién /.
Indicacién ¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000974]

Ejercicio 1231
Sea E = R[X] el espacio vectorial de polinomios, y f : E — E definida por :

P(=X) - P(X)

VPEE, f(P)(X)= :

Demostrar que f € L(E), que E = Im f @ker(f), pero que f> = —f. ;Qué teorema ilustra este ejemplo ?
[000975]

Ejercicio 1232
Sea E = R, [X] el espacio vectorial de polinomios de grado < n,y f : E — E definida por :

f(P)=P+(1-X)P.

Demostrar que f es una aplicacién lineal y dar una base para Im f y de ker f.
Indicacidén ¥ Solucion V Vidéo B [000976]

Ejercicio 1233
Sea E=C(R",R) y U : E — E definida por f — U(f) tal que :

. i
VxeR™, U(f)(x) = x/o F(t)dr.
y U(f)(0) = £(0). Demostrar que U € L(E), determinar ker(U) y Im(U). [000977]

Ejercicio 1234

Se designa por &, el espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que
g,y U, el espacio vectorial de polinomios de orden mayor o igual a g, es decir divisible por x¢. P es un
polinomio, se denota 7' (P) el polinomio definido por :

T(P)(x) = xP(0) — %XSPW (0)+ /O “RIP(t4 1) — P() — P ()] d.

1. Demostrar que T es lineal. Determinar T (e;), donde eg = 1, ] = x, ey = x2, e3 = x°, eq = x*,
y

comprobar que T(P4) C P4. A partir de ahora, se considera 7 como aplicacién lineal de &4 en
4. Escribir su matriz con respecto a la base (eg, eq,ez,e3,e4).

2. Determinar cuidadosamente los espacios T(Z4 NO3) y T (P4 N O7).
3. (Larestriccion T’ de T a &4 N O es inyectiva ? Si no determinar una base del nicleo de 7’.

4. Demostrar que Im7 = (€ N P) ® (O3 N Py4). (Cudl es el rango de T ?
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http://www.youtube.com/watch?v=yivtpWQkPFg

5. Demostrar que ker 7T se puede escribir en la forma (&) N Z;) @V ; explicitar un subespacio V po-
sible. Determinar ker7 NImT.

6. Se busca un vector no nulo u = aes + beq de 03 N P4, y un nimero real A, tales que 7' (u) = Au.
Escribir las ecuaciones que deben verificar a, b, A. Demostrar que existen dos valores posibles de A,
My Ay, tales 0 < A < Ay ; calcularlos. Encontrar dos vectores no nulos u3 y us de 03 N &2, tales
que T(u3) = Muz y T(ug) = Apua.

7. Sea up = ey, uy = ey —4e3 + 3es, uy = eg. Demostrar que {ug,u;,uz,u3,us} es una base de .
Escribir la matriz de T en esta base.

[000978]

Ejercicio 1235

Entre las siguientes aplicaciones, que son endomorfismos de C*(R) (¢ € C*(R) es fijado) :

fef+o, feof, ffod, froof, fH/f, f=r.

¢Cudles son endomorfismos de C°(R) ? ;Para qué valores de ¢ endomorfismos @ : f+ fop y D: f s f'
conmutan (es decir, verificando D(®f) = ®(Df),V f)? [002432]

Ejercicio 1236 imagen de una suma, de una interseccién

Sea f : E — F una aplicacién lineal y E;, E> dos subespacios vectoriales de E, Fj, F, dos subespacios
vectoriales de F. ;Qué se puede decir de f(E| +E,), f(E1 NEy), f Y (F+B), f ' (FENE)?  [003306]

Ejercicio 1237 Efecto sobre las familias libres y generatrices

Sean E, F dos espacios vectoriales y f : E — F lineal.

1. Demostrar que f es inyectiva si y solo si f transforma toda familia libre de £ en una familia libre
de F.

2. Demostrar que f es sobreyectiva si y solo si existe una familia generatriz de E transformada por f
en una familia generatriz de F.

[003307]

Ejercicio 1238 f(ker(go f))
Sea E un espacio vectorial y f,g € .Z(E). Demostrar que f(ker(go f)) =kerg N Im f. [003308]

Ejercicio 1239 Permutacién de coordenadas en K"

Sea ¢ € S, (grupo simétrico) y fo : K" — K", (x1,... %) = (X5(1)5- - »Xo(n))
Se provee K" de la estructura algebraica para las operaciones componente por componente.

1. Demostrar que fs es un automorfismo de dlgebra.

2. Sea ¢ un automorfismo de dlgebra de K”.
(a) Demostrar que la base canénica de K" es invariante por ¢ (Estudiar ¢(e7) y @(e; X ¢;)).
(b) Deducir que existe o € §, tal que ¢ = f;.

3. Demostrar que {0}, K(1,...,1), {(x1,...,x,) talque x; +--- +x, = 0} y K" son los tnicos sev es-
tables por todos los endomorfismos f.
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[003314]

Ejercicio 1240 Isomorfismo o proyector

Sean E un ev de dimension finitay f € Z(E).
1. Demostrar que existe un proyector p € .Z(E) y un isomorfismo g € GL(E) tales que f = go p.
2. Demostrar que existe un proyector p € .Z(E) y un isomorfismo g € GL(E) tales que f = pog.

[003338]

Ejercicio 1241 Centro de .Z(E)
Sea E un K-ev de dimension finita. El centro de £ (E) es: Z={f € Z(E)talqueVg e L (E), fog=
gof}.
1. Sea fe ZL(E)y ¥ € E.Si (¥, f(X)) es libre, demostrar que existe g € .Z(E) tal que g(¥) = ¥
ygof(¥)=—f(%).
2. Deducir que Z es el conjunto de homotecias.
3. Determinar Z' = {f € £ (E) tal que Vg € GL(E), fog=go f}.

[003339]
Ejercicio 1242 Elementos regulares en .Z’(E)
Sea f € Z(E,F).
1. Demostrar que : (f es inyectiva) — (Vge Z(E), fog=0=g=0).
2. Demostrar que : (f es sobreyectiva) <= (Vg€ Z(F), gof=0=g=0).
[003340]

Ejercicio 1243 > = —1d

Sea Eun R-evy f € Z(E) tal que fof=—Idg. Paraz=x+iycCy U €E, se establece : i/ =
XU +yf().

1. Demostrar que se define asi una estructura de C-ev sobre E.

2. Deducir que dimg(E) es par.

[003341]

Ejercicio 1244 fof =0y fog+gof=1d

fi=0

1. SeaEunK-evy f,g € Z(E) tales que :
®) fog+gof=Idg.

Demostrar que ker f = Im f.
2. Reciprocamente, sea f € Z(E) tal que ker f = Im f, y F un suplemento de ker f. Demostrar que
(a) f>=0.
(b) VX €E, existen 7, Z € F tnicas tales que X = 7 +f(?).
(c) Existe g€ Z(E)talque fog+gof=1dg.
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Solucidén V¥ [003342]

Ejercicio 1245 Endomorfismo nilpotente

Un endomorfismo f € Z(E) se dice nilpotente si existe p € N tal que f” = 0. En este caso, el indice de f
es el entero mas pequefio p tal que f” = 0. Se considera f € Z(E) nilpotente de indice p.

1. Sea i € E \ ker f7~!. Demostrar que la familia (7,f(7), sl (7)) es libre.
2. Deducir que si E es de dimensién finita n, entonces f* = 0.
3. Sea g € GL(FE) tal que fog = go f. Demostrar que f +g € GL(E)...

(a) en dimensién finita.

(b) para E cualquiera.

4. En Z(K?), sean f,g de matrices : (99) y (_}). Verificar que f es nilpotente, g € GL(K?), pero
f+g ¢ GL(K?).

Solucidén V¥ [003343]

Ejercicio 1246 Matexo

Sea E un K espacio vectorial de dimension finita y f € Z(E) tal que Vx € E, Ip, € N*, fPx(x) = 0.
Demostrar que f es nilpotente. Dar un contraejemplo en dimensién infinita. [003344]

Ejercicio 1247 Mines P’ 1995
Sea E un K-espacio vectorial de dimensién finita y f € Z(E) nilpotente de indice n. Sea ¢ : Z(E) —
Z(E), g fog—gof.
p
1. Demostrar que ¢”(g) = ¥ (—1)¥Clf7 ¥ o go f*. Inferir que ¢ es nilpotente.
k=0
2. Seaa € Z(E). Demostrar que existe b € Z(E) tal que aoboa = a. Deducir el indice de nilpotencia
de ¢.

[003345]

Ejercicio 1248 Endomorfismo ciclico

Sea E un ev de dimension n 'y f € Z(E). Se supone que existe un vector U €E tal que la familia
(]"‘(7))]{EN engendra E.

1. Demostrar que (7, fC), ..., ! (7)) es una base de E. (Se puede considerar p maximal tal que
F = (7, ey fP1 (7)) es libre, y probar que f*(/) es combinacién lineal de .%, para todo entero
k)

2. Demostrar que un endomorfismo g € .Z(E) conmuta con f si y solo si es un polinomio en f.

[003346]

Ejercicio 1249 1> = 0 en dimensién 3

Sea E un ev de dimensién 3 y u € .Z(E) tal que u?> = 0. Demostrar que existe f € E* y d € E tales que :

VXY €E, u(¥)=f(%)d. [003347]
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Ejercicio 1250 (u,x, f(x)) 1d

Sea E una ev de dimension superior o igual a 3 'y U EE \ {6)} Encontrar todos endomorfismos f € Z(E)
tales que : V¥ € E, la familia (', %, f(¥)) es 1d.

Solucidén V [003348]

Ejercicio 1251 Automorfismos de .2 (E

)
Sea E un ev de dimensién ny ® : Z(E) — % (E) un automorfismo de dlgebra. Se denota (¢1,...,¢ )
una base fijada de E, (¢;;) la base de .Z(E) asociada ((pij(?k) = 5jk7,~) y Vij = ©(¢)).

1. Simplificar y;; o Wyy.

2. Deducir que existe 0 € E \ {ﬁ} tal que w1, (1) = U 1.

3. Se denota W; = Vil (71) Demostrar que l//ij(7k) = 5jk7[ y deducir que (7,) es una base de E.
4. Sea f € GL(E) definida por : f(¢;) = ;. Demostrar que : Vg € Z(E), ®(g) = fogo f .

Solucidén V¥ [003354]

Ejercicio 1252 f>2=0= f=goh,conhog=0

Sea f € Z(E) tal que f2 = 0. Demostrar que existe g,h € .Z(E) tales que f = gohy hog = 0.
Solucién ¥ [003355]

Ejercicio 1253 Baricentro de proyecciones

Sean p, g dos proyecciones de misma base H y de direcciones F, G. Sea A € K. Demostrar que Ap+ (1 —21)gq
es aun una proyeccion de base H. [003485]

Ejercicio 1254 Valores propios de una proyeccion

Sea E un espacio vectorial y p € Z(E) una proyeccién. Demostrar que para todo A € K\ {—1}, Idg +Ap
es un isomorfismo de E. [003486]

Ejercicio 1255 Proyecciones que tienen la misma base o la misma direccién

Sea E un espacio vectorial y p,q € Z(E) dos proyecciones.
1. Demostrar que p y g tienen la misma base siy solosi: pog=qgyqop=p.

2. Dar una condicién andloga para que p y g tengan la misma direccion.

[003487]
Ejercicio 1256 Suma de dos proyectores
Sean p, g dos proyecciones. Demostrar las equivalencias :
. Base C Dir
p+¢g es una proyecciéon < pog+qgop=0& () . (9)
Base(g) C Dir(p).
Luego hallar la base y la direccién de p +gq. [003488]

Ejercicio 1257 fog=fygof=g
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fog=f

gof=g
Solucidén V¥ [003489]

Sea E un K-ev. Encontrar todos los pares (f,g) de endomorfismos de E tales que : {

Ejercicio 1258 fog=1d
Sea E un espacio vectorial y f,g € Z(E) tales que fog = Idg. Demostrar que go f es una proyeccién y

determinar sus elementos.
Solucidén V¥ [003490]

Ejercicio 1259 Proyeccién p+g—qop

Sean p,q dos proyecciones tales que p o g = 0. Demostrar que p + g — g o p es una proyeccioén, y determinar
sus elementos.
Solucién V [003491]

Ejercicio 1260 Endomorfismo de rango 1

Sea f € Z(E) de rango 1. Demostrar que existe un tnico A € K tal que f> = A f. Demostrar que : A =
1 <= Id—f es no inyectiva <= Id— f es no sobreyectiva (incluso en dimensién infinita).
Solucién ¥ [003492]

Ejercicio 1261 Relacién de orden en los proyectores

Se provee el conjunto de los proyecciones de un ev E de larelacién : p < g <= pog=gqgop=p.
1. Demostrar que es una relacién de orden.

2. Sean p, q dos proyecciones conmutables. Demostrar que sup(p,q) = p+q—poqy inf(p,q) = pogq.

[003493]
Ejercicio 1262 Expresiones analiticas
SeaE=K3, F = {Y = (x,y,z) talque x+2y+z=0}y G = vect(ﬁ =(1,1,1)).
1. Verificarque FEG =E.
2. Sea s la simetria de base F de direccion G y X = (x,,z). Determinar s(?)
Solucién ¥ [003494]

Ejercicio 1263 Traza nula

Sea E un R-ev de dimensién finita y A una parte finita de GL(E) estable por composicién. Se define u =

Y. f.Demostrar que tr(u) =0=-u=0.
feA
Solucidén ¥ [003495]

Ejercicio 1264 ***]

Sean K un sub-cuerpo de C y E un K-espacio vectorial de dimension finita denotada n. Sea u un endomor-
fismo de E. Se dice que u es nilpotente si y solo si 3k € N*/ uk = 0y se llama entonces indice de nilpotencia
de u el menor de estos enteros k (por ejemplo, el inico endomorfismo u, nilpotente de indice 1 es 0).
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1. Sea u un endomorfismo nilpotente de indice p. Demostrar que existe un vector x de E tal que la
familia
(x, u(x),..., uP~1(x)) es libre.

2. Sea u un endomorfismo nilpotente. Demostrar que u" = 0.

3. Se supone en esta pregunta que u es nilpotente de indice n. Determinar rg u.

Solucidon V [005193]

Ejercicio 1265 *** |
Sean E un espacio de dimension finita # no nula y f un endomorfismo nilpotente de E. Demostrar que

fr=0.

Solucidén V¥ [005584]

Ejercicio 1266 ***I

Sea FE un espacio vectorial no nulo. Sea f un endomorfismo de E tal que para todo vector x de E la familia
(x, f(x)) sea 1d. Demostrar que f es una homotecia.

Solucidén V [005587]

Ejercicio 1267 ***[

Sea E un espacio de dimension finita. Encontrar los endomorfismos (resp. automorfismos) de E que conmu-
tan con todos los endomorfismos (resp. automorfismos) de E.

Solucién ¥ [005588]

Ejercicio 1268 **I
Sean p y g dos proyectores de un C-espacio vectorial E. Demostrar que (p + g proyector) < (pog=gqop =
0) & (Im(p) Cker(q) y Im(q) C ker(p)). En el caso donde p + ¢ es un proyector, determinar ker(p+q) y

Im(p+q).
Solucidén Vv [005589]

Ejercicio 1269 **I
Sea E un espacio de dimension finita. Demostrar que la traza de un proyector es su rango.
Solucion ¥ [005590]

Ejercicio 1270 ****

Sean py,...,py, n proyectores de un C-espacio de dimensién finita. Demostrar que (p; + -+ + p,) es un
proyector < Vi # j, piop; = 0.
Solucién ¥ [005591]

Ejercicio 1271 ***
Sea E un C-espacio de dimension finita n. Sean py, ..., p,, n proyectores no nulos de E tales que Vi # j,
piopj=0.

1. Demostrar que todos los p; son de rango 1.

2. Sean ¢y, ...,qn, n proyectores que verifican las mismas igualdades. Demostrar que existe un auto-
morfismo f de E tal que Vi € [1,n], gi = fopiof'.
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Solucidén V¥ [005592]

Ejercicio 1272 ***

Sea E un espacio vectorial. Sea G un subgrupo finito de GL(E) de cardinal n. Sea F un subespacio de E

estable para todos los elementos de G y p un proyector de imagen F. Demostrar que % Y gopog lesun

geqG

proyector de imagen F.
Solucidén V¥ [005593]

Ejercicio 1273 ***

Sean E un C-espacio vectorial de dimensidn finita y f un endomorfismo de E. Demostrar que existe un
proyector p y un automorfismo g de E tal que f = gop.

Solucién V [005598]

Ejercicio 1274 **I

Sean E un C-espacio vectorial no nulo de dimensién finita n y f un endomorfismo de E tal que Vx € E,
dp € N* tal que f?(x) = 0. Demostrar que f es nilpotente.
Solucidén V [005599]

Ejercicio 1275 ***

Sea E un C-espacio vectorial de dimension finita no nula. Sean f y g dos proyectores distintos y no nulos
de E tales que existen dos complejos a y b tales que :

fg—gf =af +bg.

1. Demostrar que sia # 0y a # 1 se tiene : Im(f) C Im(g). Deducir que gf = f, luego que a+b = 0,
luego que a = —1.

2. Demostrar que sia # 0y a # —1, se tiene ker(g) C ker(f). ;Qué se puede deducir ?

3. Demostrar que si f'y g son dos proyectores que no conmutan y ademads verifican fg—gf =af + bg,
entonces (a,b) es elemento de {(—1,1),(1,—1)}. Caracterizar cada uno de estos casos.

Solucidén V¥ [005600]

40 107.99 Otro

Ejercicio 1276 . (E x F), Chimie P 1996

(Esciertoque Z(E X F)y Z(E) x Z(F) son isomorfos ? (E y F espacios vectoriales de dimension finita).
Solucidén ¥ [003315]

Ejercicio 1277 Central MP 2001

Sea f un endomorfismo dado de E de dimensiéon ny F = {g € Z(E) | go f = fog = 0}. Encontrar la
dimensién de F.

Solucidén V¥ [003356]
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Ejercicio 1278 X MP* 2001

Sea G un subgrupo finito de GL(R") y F = () ker(g — Id). Demostrar que card (G) x dimF = Y} tr(g).
eG geG
Solucién ¥ ¢ [003357]

41 108.01 Propiedades elementales, generalidades

Ejercicio 1279

Efectuar el producto de las matrices :

)1 1 —1 120 -1-1 0 a b c 1 ac
30 )% 1 2 314 )% 1 4 -1 cbal|x|15bb
2 1 2 111 1 ¢ a
Solucidén V Vidéo W [001040]
Ejercicio 1280
Se considera la siguiente matriz :
0abc
00de
M= 000O0Ff
00O0O0
Calcular M> M3, M* M°. [001041]
Ejercicio 1281
Se consideran las tres matrices siguientes :
7 2
2 -3 10
A=|5 4 1 3 p=| > 2 yC:_126
6 -2 -1 7 31 3 7
6 0
1. Calcular AB, luego (AB)C.
2. Calcular BC, luego A(BC).
3. (Qué se observa?
[001042]
Ejercicio 1282
Se consideran las dos matrices siguientes :
2 3 -4 1 3 -1 -3
5 2 1 0 4 0 2 1
A= 31 -6 7 |’ B= 2 3 0 -5
2 4 0 1 1 6 6 1

1. Calcular AB.
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2. Calcular BA.
3. (Qué se observa?

[001043]

Ejercicio 1283
1 00 a b
Encontrar las matrices que conmutanconA= | O 1 1 | . Similarmente para A = < 0 a ) [001044]
312
Ejercicio 1284
011
SeadA=| 1 0 1 |.Calcular A> y comprobar que A> = A + 213, donde 5 es la matriz identidad 3 x 3.
110
Deducir que A es invertible y calcular su inversa. [001045]
Ejercicio 1285

110
1. SeaA={ 01 1 |yseaB=A—-1.
001

(a) Calcular B?, B deducir una férmula de recurrencia que probaremos para B", para todo entero 7.
(b) Desarrollar (B+ 13)" por la férmula binomial y simplificar.

(¢) Deducir A" Para todo entero n.

1 111
0111 -
2. SeaA = 0011 | Para todo entero n, calcular A” utilizando A — 4.
0001
[001046]
Ejercicio 1286

1. Se considera la matriz A =

W O =
—_ = O
—_ = O

111 1 1 1
(@ SeaenB=| 010 |JyCc=(1 2 1
1 00 0 -1 -1

. Se puede demostrar que AB = AC, se tiene A = C ? ;A puede ser invertible ?

(b) Determinar todas las matrices F tales que A X F' = O (O es la matriz donde todos los coeficientes

son nulos).
1 2
2. SeaA = 3 4 |.Determinar todas las matrices B tales que BA = .
-1 4

234



3. Sean A y B dos matrices cuadradas n x n tales que AB = A + I,,. Demostrar que A es invertible y
determinar su inversa (en funcién de B).

[001047]
Ejercicio 1287
Calcular el determinante e invertir si es posible las matrices siguientes :
11211 1 0001 1 1113 1 1112
21111 11000 0 2112 0 2112
r1121,]j]10100},(1 12 22]|,]1 1122
21111 10010 2 1113 2 1113
11112 10001 1-1 110 1-1 110
[001048]

Ejercicio 1288

Sea A una matriz cuadrada de orden 1 ; se supone que A? es una combinacién lineal de A y I, : A> = aA + B1,.

1. Demostrar que A" es igualmente una combinacién lineal de A y [,;, para todo n € N*,

2. Demostrar que si 8 es no nulo, entonces A es invertible y que A~! es atin una combinacién lineal de
Ayl,.

3. Aplicacién 1 : Sea A = J, — I, donde J,, es la matriz Atila (invadido por los unos...), con n > 1.
Demostrar que A? = (n—2)A+ (n— 1) I,; deducir que A es invertible, y encontrar su inversa.

4. Aplicacién 2 : Demostrar que si n = 2, A% es siempre una combinacién lineal de A y I», y re-encontrar
la férmula dando A~! utilizando 2.

[001049]
Ejercicio 1289
-1 1 1
SeaA = 1 —1 1 |.Calcular A% y demostrar que A> = 2] — A, deducir que A es invertible y calcular
1 1 -1
AL [001050]
Ejercicio 1290

Recordar la estructura del espacio vectorial de M,(R). Determinar una base de M,(R). Dar su dimensién.
[001051]

Ejercicio 1291
1 0 2
SeaA= |0 —1 1 |.Calcular A’ —A. Deducir que A es invertible, luego determinar A~!.
1 -20
Indicacion ¥ Solucion ¥ Vidéo W [001052]
Ejercicio 1292
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Determinar dos elementos A y B de M,(RR) tales que : AB=0y BA #0.

Solucidén V [001053]
Ejercicio 1293

a 0 ¢
Sea E el subconjunto de M3(R) definido por E = {M(a,b,c) =0 b 0)a,b,ce R}

c 0 a

1. Demostrar que E es un subespacio vectorial de M3(R) estable para la multiplicacién de matrices.
Calcular dim (E).

2. Sea M(a,b,c) un elemento de E. Determinar, segin los valores de los pardmetros a,by ¢ € R su
rango. Calcular (cuando sea posible) la inversa M(a,b,c)~! de M(a,b,c).

3. Dar una base de E formada por matrices invertibles y otra formada por matrices de rango 1.

[001054]

Ejercicio 1294

Sea A € .#,(R). Se llama conmutante de A y se denota C(A) el conjunto de los B € .#,(R) tales que
AB = BA.

1. Demostrar que C(A) y un subespacio vectorial de M;(R).

2. Demostrar que para todo k € N,A* € C(A).

[001055]

Ejercicio 1295
Sea F'y G los subconjuntos de M3(IR) definidos por :

a+b 0 c a+b+d a c
F= 0 bic 0 a,b,ceR}, G= 0 b+d 0 a,b,c,deR}.De-

cta 0 a+b a+c+d 0 a+tc
mostrar que este son subespacios vectoriales de M3(R), y determinar las bases.
Solucidén V [001056]
Ejercicio 1296

Demostrar que F = {M € .#,(R);tr(M) = 0} es un subespacio vectorial de M,(R). Determinar una base
de F y completarla a una base de M;(R).
Solucion ¥ [001057]

Ejercicio 1297

Sean A 'y B € .#,(K) dos matrices triangulares superiores.

1. Demostrar (calculando los coeficientes) que AB es triangular superior.

2. Sea ¢ un endomorfismo biyectivo de K" y F un subespacio vectorial de K" tal que ¢(F) C F.
Demostrar que ¢! (F) C F.

3. Deducir una nueva prueba de 1. Demostrar que si A es invertible, A~! es triangular superior.
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[001058]

Ejercicio 1298
Sea N € .#,(C) una matriz nilpotente. Calcular det( + N). Si A € .#,(C) conmuta con N, demostrar que
det(A+ N) = det(A). (Se puede comenzar estudiando el caso donde A es invertible.) [001059]
Ejercicio 1299
200
Sea G = 0 1 x),x€R ). Demostrar que G es un grupo multiplicativo. [001060]
0 01

Ejercicio 1300

_ (cosB —senb / n
Sea A(0) = <sen9 03 0 ), para 6 € R. Calcular A(6) x A(6") y (A(6))", paran > 1.
Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [001061]

Ejercicio 1301

0O 0 O
SeaA=1| -2 1 -1
2 0 2

1. Calcular A3 — 342 +24A.
2. (Cudl es el resto de la divisién euclidiana de X" entre X3 —3X% +2X ?
3. Calcular A", paran € N.

4. A ;es invertible ?

[001062]
Ejercicio 1302
Sean Ay B € .#,(R) tales que VX € .#,(R), tr(AX) = tr(BX ). Demostrar que A = B.
Indicacidén V Solucién V Vidéo B [001063]
Ejercicio 1303
¢ Qué se puede decir de una matriz A € .#,(R) que verifica tr((A'A) =07?
Indicacién V Solucién V Vidéo W [001064]
Ejercicio 1304
1 1
L2 3
Discutir segtn los valores de A € R el rango de la matriz % % % [001065]
1 1
3 7z A

Ejercicio 1305
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1 2 1

Calcular la inversa de 1 2 -1 [001066]
-2 -2 -1
Ejercicio 1306
Determinar el conjunto de matrices M € .#,(R) tales que :
VH € #,(R), MH = HM.
[001067]

Ejercicio 1307

Sea M € .#,(R) tal que M — I, sea nilpotente (ie Ik € N, (M — I,)* = 0). Demostrar que M es invertible.

[001068]

Ejercicio 1308

A= (a;j) € #,(R) tal que :
Vi=1,...,n laiil > Y |aij] .

J#i
Demostrar que A es invertible.
Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [001069]
Ejercicio 1309
Demostrar que si (A,B) € .#,(R) y AB= A+ B, entonces AB = BA. [001070]
Ejercicio 1310
Sea M = (ai;),; Heft,np € AMy(R), demostrar :
minmaxa; ; > maxmindg; ;.
Jooi i

[001071]

Ejercicio 1311

SeaJ € .#,(R) una matriz tal que : J> =1y

E={Ac .#,R)|3(a,b) €ER* A=al+bJ}.

1. Demostrar que E es un espacio vectorial estable por multiplicacion (;Es un dlgebra 7). Deducir que :

VA € E,YneN,3(ay,b,) € R* A" = a,l +b,J

y calcular los coeficientes a, y b,.

nooak
2. Sea S, =Y, % Calcular (u,,v,) tal que S, = u,I +v,J en funcion de a y de b. Calcular los limites
k=0 "

de (tty)nen y de (Vp)nen. Sea e = ul +vJ, donde u = l}g{}o Uy, V= ,}E};V" Calcular e™ y el producto

e Aet.
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3. Aplicacién :
01 ab
=(1o) 2= ()

Calcular e?.

[001072]
Ejercicio 1312
Sea (A,B) € (M,(C))? tal que VX € .#,(C), AXB = 0. Demostrar que A =00 B = 0. [001073]
Ejercicio 1313
Sea (A,B) € (M, (C))? tal que AB = I +A + A?. Demostrar que AB = BA (Indicacién : ver primero que A es
invertible). [001074]
Ejercicio 1314
Sea A € .#,(R) una matriz triangular con elementos diagonales nulos, demostrar que :
A"=0.
[001075]
Ejercicio 1315
Calcular las potencias de :
ab ab L
Oa/’\ba)’ 011
001
[001076]

Ejercicio 1316
Sea A € .#,(R) nilpotente, se define :

Ai
expA = -
>0 b
la suma es finita y se detiene por ejemplo en el primer indice i tal que A’ = 0. Demostrar que si A y B son
nilpotentes y conmutan, entonces exp(A + B) = exp(A) exp(B). Deducir que exp(A) es siempre invertible y

calcular su inversa. [001077]
Ejercicio 1317
Calcular la inversa de :

1111 1 1 23 4. n

0111 1 012 3. n—1

0011 1 0012 - n—2

0001 11’ 0001 - n—3

00O00O0 1 0000 1
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[001078]

Ejercicio 1318
Calcular la inversa de :

1 a aa a
01 aa a
001 a a
0001 - a | 94K

o
o
o
—_

[001079]

Ejercicio 1319 Examen

Sean (x,)nen Y (n)nen dos sucesiones reales, verificando la relacion de recurrencia lineal siguiente :

{xn-i-l = —9x, —18y,
Yn+1= 6x, +12y,

con xog = —137 y yo = 18. Se propone en este problema encontrar los términos generales de estas dos
sucesiones.

1. Demostrar que existe una matriz A € .#,(R) tal que la relacién de recurrencia lineal anterior es

equivalente a la relacién U, = AU, donde U, = <x”> .

n

2. Encontrar una expresion de U, en funcién de A y de Uj.
3. Encontrar el nicleo de A, y dar una base B;. Calcular el rango de A.

4. Demostrar que el conjunto de vectores X € R? tales que AX = 3X es un subespacio vectorial de R?.
(Cudl es su dimensién ? Dar una base, que se denota B;.

5. Demostrar que la unién By U B, formar una base B de R?. Sea P la matriz formada por las compo-
nentes de los vectores de B relativamente a la base canénica de R%. Demostrar que P es invertible, y
que el producto P~'AP es una matriz diagonal D que se va a calcular.

6. Demostrar que A" = PD"P~!. Calcular D", y deducir A", para todo n € N.
7. Dar los términos generales x, y y,.

Solucidén V¥ [001080]

Ejercicio 1320

Para toda matriz cuadrada A de dimensién n, se llama traza de A, y se denota tr A, la suma de los elementos
diagonales de A :

n
trA= Z aj
i=1

1. Demostrar que si A, B son dos matrices cuadradas de orden n, entonces tr(AB) = tr(BA).

2. Demostrar que si f es un endomorfismo de un espacio vectorial £ de dimensién n, M su matriz con
respecto a una base e, M’ su matriz con respecto a una base ¢, entonces tr M = tr M’. Se denota tr f
el valor comun de estas cantidades.

3. Demostrar que si g es otro endomorfismo de E, tr(fog—go f) =0.
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Solucién ¥ Vidéo W [002442]

Ejercicio 1321

Se recuerda que una matriz cuadrada A de orden n se dice simétrica si a; j = a;;,Vi, j, y antisimétrica si

aij = —dj,-
1. ¢Cuéntas matrices diagonales antisimétricas existen ?
2. Demostrar que A’A es simétrica para toda matriz cuadrada A.

3. Demostrar que si A, B son simétricas, su producto C = AB es simétrica si y solo si AB = BA. ;Qué
sucede si son antisimétricas ? ;/Si una es simétrica y la otra antisimétrica ?

4. Sea P un polinomio. Demostrar que si A es simétrica, P(A), lo es también. ;Qué sucede si A es
antisimétrica ?

[002443]

Ejercicio 1322

Sean A, B dos matrices semejantes (i.e. existe P invertible tal que B = P~'AP). Demostrar que si una es
invertible, la otra también; que si una es idempotente, la otra también; que si una es nilpotente, la otra
también ; que si A = A1, entonces A = B.

Indicacién V Solucién V Vidéo W [002444]
Ejercicio 1323
Sea A una matriz cuadrada de orden n verificando para todo i € {1,...,n}

laii| > |aii|+ a2 +- -+ |aii—1| + |aiip1 |+ +|ain]-

Demostrar que A es invertible. [002445]

Ejercicio 1324

n
Una matriz cuadrada real A se dice estocdsticasi0 < a;; < 1,Vi,jy Z aj=1,V].
i=1

1. Demostrar que el producto de dos matrices estocdsticas es también una matriz estocdstica.

2. SeaB=A2 A, = supa; j, a; = infa; ;. Demostrar que a; < b; ; <A,V j.
j i

[002446]
Ejercicio 1325
Se consideran las siguientes matrices :
12 —1 1 0 —1 2 -2 2
A=|23 -2]; B=[20 4|; Cc=|1 1 |; D=(1]|; E=(012).
00 O 1 0 -2 3 1 3

Calcular cuando estdn bien definidos los siguientes productos de matriz : AB, BA, AC, CA, AD, AE, BC, BD,
BE,CD, DE. [002747]
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Ejercicio 1326
Sean las siguientes matrices :

2 5 -1 17 -1 12
A= 0 1 3 ]; B=|23 4 ]; C= 0 4
0 -2 4 00 O -1 0
Calcular : (A—2B)C,CTA, CTB, CT (AT —2B"), donde CT denota la matriz transpuesta de C. [002748]

Ejercicio 1327
Calcular A", para todo n € Z, con sucesivamente

[ cos(a) —sen(a) cosh(a) sinh(a)

_<Sen(a) cos(a))’ <Sinh<"> °°Sh(“)>‘

[002749]
Ejercicio 1328
(Son invertibles las siguientes matrices ? Si es si, calcular sus inversas.
1 2 3 1 0 -1 2 1 -1
2 3 1 |, 2 0 1 |, 0 3
31 2 1 1 3 0 2 1
[002750]
Ejercicio 1329
Invertir las siguientes matrices :
1 1 1 1 1 a & & 1 2 3 4
11 -1 -1 0 1 a d 01 2 3
1 -1 1 -1 |’ 00 1 a |’ 0 0 1 2
1 -1 -1 -1 0 0 0 1 0 0 0 1
[002751]

Ejercicio 1330
La exponencial de una matriz cuadrada M es, por definicién, el limite de la serie
M2 n Mk
M=1+M+—+--- = lim ¥ —.
2! n—reo =0 k!

Se admite que este limite existe en virtud de un teorema de anélisis.

1. Demostrar que si AB = BA, entonces e *? = eef. Es permitido, para abordar este asunto, pasar al

limite sin precauciones.

2. Calcular e™, para las cuatro matrices siguientes :

b 0 1 10
1> \=10) \oo)
0
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3. Encontrar un ejemplo simple donde eA*5 £ efeB,

[002752]

Ejercicio 1331

0
Se considera la matriz A = 1
1

W O =
—_— O

111 1 1

I.SeenB=| 01 0 |yC=1]1 2 1 |.Demostrar que AB= AC. ;La matriz A puede ser
100 0 —1

invertible ?

2. Determinar todas las matrices F de tamafio (3,3) tales que AF = 0, (donde O es la matriz cuyos
coeficientes son nulos).

[002772]
Ejercicio 1332
(Para qué valores de a la matriz
111
A=112 4
1 3 a
es invertible ? Calcular en este caso su inversa. [002773]
Ejercicio 1333
Sea ay b dos reales y A la matriz
a 2-1 b
A=130 1-4
5 4-1 2
Demostrar que rg(A) > 2. jPara qué valores de a y b se tiene que rg(A) =27
Solucion ¥ Vidéo W [002774]
Ejercicio 1334
Calcular la inversa de la siguiente matriz :
4 8 7 4
1 3 2 1
A= 1 2 3 2
0011
[002775]

Ejercicio 1335 Matrices en tablero

Sea M = (a;j) € #,(K). Se dice que M es un damero si a;; =0, para j —i impar. Se denota Z el conjunto de
matrices n X n un damero. Demostrar que & es una subdlgebra de .7, (K). ;Cuél es su dimensién?  [003358]
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Ejercicio 1336 Matrices estocdsticas

n
Sea I = {A = (aij) S .//n(R) tal que Vi, j, ajj = OyVi, ), ajj = 1}.
j=1
1. Demostrar que Z es estable bajo la multiplicacion.
2. Determinar las matrices A € 2 invertibles tales que A~! € 2.

Solucidén V¥ [003359]

Ejercicio 1337 Matrices centro-simétricas

Sea A = (a;j) € #,(K). Se dice que A es centro-simétrica si para todo i, j : dpt1—int1—j = a;j. Demostrar
que si A y B son centro-simétricas, es lo mismo con AB. También demostrar que si A es centro simétrica e
invertible entonces A~! es asf centro-simétrica. [003360]

Ejercicio 1338 Ecuacién AX =B

1 2 3
SeaA=1|2 3 4
3 4 5

1. Demostrar que la ecuacién en X : AX = B, X,B € ./ ,(K), tiene solucién si y solo si las columnas
de B son progresiones aritméticas (tratar primero el caso n = 1).

3 3
2. ResolverAX =4 5
5 7
Solucidén V [003393]

Ejercicio 1339 Ecuacién AX =B

-2 1 1 1 2 -1
Sean A = 8 1 -5|yC= 2 —1 —1|. (Existe una matriz B tal que BC=A?
4 3 -3 -5 0 3
Solucién V [003394]

Ejercicio 1340 Célculo de A" por la férmula binomial

1 00
SeaA=1]0 1 1].SiseescribeA=1+J,calcular A", neZ.
1 0 1
Solucién V¥ [003395]

Ejercicio 1341 Cilculo de A" por el polinomio anulador

1 2 3
SeaA=12 3 1
31 2

1. Verificar que (A —6I)(A%? —3I) = 0.

2. Sean € Ny P, el polinomio de grado menor o igual que 2 tal que
P(6)=6", P(V3)=(V3)", yP(-V3)=(-V3)"
Demostrar que A" = P,(A).
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3. La misma pregunta para n € Z.

[003396]
Ejercicio 1342 Cilculo de AF
Calcular A, parak € N :
L@ . 2 xy
_ _ _ 2
1. A= 2.Af0012 3.A=[xy vy yg

(2) 1 00 0 1 RRAT
Solucidén ¥ [003397]
Ejercicio 1343 **
Para x real, se establece :

chx shx
A) ( shx chx> '

Determinar (A(x))", para x real y n entero relativo.
Solucidén ¥ [005258]
Ejercicio 1344 **

00 01

00 10
SeaA=| : ¢ . 1 1 | €,(R). Calcular A", para n entero relativo.

01 00

10 00
Solucién ¥ [005262]
Ejercicio 1345 **

1 1 x _ .. . .

Demostrar que { N ( ‘1 ) , X €] —1,1[} es un grupo para la multiplicacion de matrices.
Solucién ¥ [005263]

Ejercicio 1346 **

Sean A = (a; j)1<i,j<n Y B = (bi j)1<i j<n dos matrices cuadradas de tamafio n tales que a; j =0si j <i+r—1
yb;j=0sij<i+s—1,donde ry s sondos enteros dados entre 1 y n. Demostrar que si AB = (ci,j)lgl;jgn,
entonces ¢; j =0si j<i+r+s—1.

Solucién ¥ [005611]

42 108.02 Nicleo, imagen

Ejercicio 1347
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Sea e = (ej,e2,e3) la base candnica de R3 y u el endomorfismo cuya matriz en esta base es
111
M=1111
111

Encontrar el niicleo y la imagen de u. Calcular su rango de dos modos. Calcular la matriz de u? en la base e.

Demostrar que u> — 3u = 0. [002436]
Ejercicio 1348
Calcular el rango de la matriz
-1 12
A= -2 2
-1 12
[002449]
Ejercicio 1349 **T
Sea u el endomorfismo de R? cuya matriz en la base canénica (i, j, k) de R? es :
2 1 0
M=|-3 -1 1
1 -1
1. Determinar u(2i — 3 j+ 5k).
2. Determinar keru y Imu.
3. Calcular M? y M°.
4. Determinar keru?® e Imu?.
5. Calcular (I —M)(I+M + M?) y deducir que I — M es invertible. Precisar (I — M)~
Solucidén ¥ [005257]
Ejercicio 1350 **
Sea f: Rn[X] - Rn+l[X]
P Q=eX (Pe XY,
1. Verificar que f € .Z(R,[X],R,11[X]).
2. Determinar la matriz de f relativa a las bases canénicas de R, [X] y R4 [X].
3. Determinar ker f' y rg f.
Solucién V [005260]

Ejercicio 1351 ***T
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Determinar el rango de las siguientes matrices :

1 1/2 1/3 111 611 ‘ll 2 117
) (12 1/3 1/4 | 2) | b+c c+a a+b 3) L b 1 4) (i+j+ij)i<ij<n
1/3 1/4 m bc ca ab “
b1 a l
a b 0 -0
0 a f
5) (sen(i+J)i<ijen  6) [ 1 - 0
0 . b
b 0 --- 0 a
Solucidén ¥ [005269]
Ejercicio 1352 ***
1 cos(a) cos(2a) cos(3a)
. . s(a) cos(2a) cos(3a) cos(4a)
Determinar el rango de la matriz (2a) cos(3a) cos(4a) cos(5a)
cos(3a) cos(4a) cos(5a) cos(6a)
Solucidén ¥ [005603]
Ejercicio 1353 **
Determinar el rango de la matriz (i + j+ij)1<i, j<n-
Solucién V [005607]
Ejercicio 1354 ***
A 0 0
Sean A € .#,(C) y B el elemento de .#,,(C) definido por bloques por B = 0 = . Determinar
. o0
0 0 A
el rango de B en funcién del rango de A.
Solucién ¥ [005622]

Ejercicio 1355 ***

Sea H un elemento de .#,(C) tal que VA € .#,(C), 344 € C/ HAH = A,H. Demostrar que rg H < 1.
Solucidén V¥ [005623]

Ejercicio 1356 ***

Sea M € .#3(R). Demostrar que las siguientes dos propiedades son equivalentes :

(HOM?>=0 y @QrgM<1ytrM=0.

Solucidén V¥ [005624]

247



43 108.03 Aplicacion matricial y lineal

Ejercicio 1357

Sea h el homomorfismo de R? en R? definida con respecto a dos bases (e1,e2,e3) y (fi1,f2) por la matriz

2 -1 1
A_< 3 2 —3)'
1. Se toma en R3 la nueva base :

/ / /
ep=ete3, e =e3te;, e3=e+ter.

(Cudl es la nueva matriz A| de h?

2. Se escoge como base de R? los vectores :

A=3f+r), H=3A-F)

conservando la base (e}, €5, €;) de R3. ;Cudl es la nueva matriz A, de 7 ?

[001081]

Ejercicio 1358

Sea h una aplicacion lineal de rango r, de E, espacio vectorial de dimension n, en F, espacio vectorial de
dimensién m.

1. Especificar c6mo obtener una base (¢;)i_; de E, y una base (f;)_; de F, tales que h(ex) = fi, para
k=1,...,ryh(ex) =0, para k > r. ;Cudl es la matriz de h en este par de bases ?

2. Determinar un par de bases para el homomorfismo de R* en R? definido en las bases canénicas por :
Y1 =2x1 —X2+x3— X4
h(x1,x2,%3,%4) = (y1,y2,y3) con Y2 =X2+x3 —2x4
y3 =X1 + 2xp + X3 + x4.
3. La misma pregunta para la aplicacién f de R? en si misma definida por :

f,,2) = 2x+y+z,—y+2z,x+y).

[001082]

Ejercicio 1359

Se designa por &, el espacio de polinomios en R de grado menor o igual que 2. Se designa por (eg,e1,e2)
la base canénica de &2, y se escribe

bo=¢€o, Pp1=¢€1— %60, pr=er—e+ %eo-
1. Demostrar que todo polinomio de &, puede escribirse de forma tnica p = bopo + b1 p1 + b2 p2.
2. Escribir de esta forma los polinomios : pg, p}, py, p', Xp', p".

3. Demostrar que la aplicacién ¢ : 2, — £, definida por ¢(p) = Xp' — % P+ %L p" es una aplicacion
lineal. Precisar el nicleo y la imagen de esta aplicacion. Escribir las matrices de esta aplicacién con
respecto a la base candnica (e;) y con respecto a la base (p;). Escribir la matriz de pasaje de la base
(e;) en la base (p;); ;cudl es la relacion entre esta matriz y las dos anteriores ?
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[001083]

Ejercicio 1360

Sea f: C — C la aplicacién z — /7. Se considera C como un R-espacio vectorial y se fija la base € = {1,i}.

1. Demostrar que f es R-lineal.

2. Calcular A = Mat(f, ¢, €).

3. (Existen xy y € C\ {0} tales que f(x) =xy f(y) = —y? En caso afirmativo, determinar x e y.

4. Describir geométricamente f.

5. Seag:C — Claaplicacién z +— e’PZ. Calcular A = Mat(go f, €, &) y describir geométricamente go f.

[001084]

Ejercicio 1361
Sea f € Z(R¥) tal que f3 = —fy f#0.
1. Demostrar que ker(f) Nker(f2+1) = {0}, ker(f) # {0} y ker(f>+1) # {0}.

2. Sea x un elemento distinto de 0 de ker(f2 +I). Demostrar que no existe o € R tal que f(x) = ox.
Deducir que {x, f(x)} es libre.

3. Calcular dim(ker(f)) y dim(ker(f> +1)).

0 0
4. Determinar una base € de R3 tal que : Mat(f, &)= [0 0 —1
01 O

[001085]

Ejercicio 1362

Sean E un espacio vectorial de dimension n, f una aplicacién lineal de E en E y x un elemento de E tal que
la familia { f(x),..., f"(x)} es libre.

1. Demostrar que la familia {x, f(x),..., "~ !(x)} es una base de E. Deducir que f es biyectiva.

2. Se supone ahora que f"(x) = x. Determinar la matriz de f en la base {x, f(x),..., "' (x)}.

[001086]

Ejercicio 1363

. . - . . .
Sea R? provisto con la base canénica % = ( i ,7) Sea f : R?> — R? la proyeccién sobre:sl ge de abscisas

R i, paralelamente a R( i + 7) Determinar Matg (f), la matriz de f en la base ( i, j ). La misma

pregunta para Matg 4(f), donde %' es la base (i — ?,—2 i +3j) de R?. La misma pregunta para

Mat gy o (f).
Indicacién V¥ Solucidén V Vidéo W [001087]

Ejercicio 1364

Sea R[X] el espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales.

1. Sean € N. Demostrar que R, [X], conjunto de polinomios con coeficientes reales y de grado menor o
igual que n, es un subespacio vectorial de R[X]. Demostrar que la familia {1,X,...,X"} es una base
de R, [X].
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2. Sean f, gy hlas aplicaciones de R[X] en si mismas definidas por :
f(P(X)) = XP(X), g(P(X)) =P'(X), h(P(X)) = (P(X))*.
Demostrar que las aplicaciones f y g son lineales, pero que . no lo es. ,f y g son inyectivas?

(Sobreyectivas ? Determinar la dimensién de sus respectivos nicleos. Determinar la imagen de f.

3. Se designa por f, y g, las restricciones de f y de g a R,[X]. Demostrar que la imagen de g,
estd incluido en R,[X] y la de f, estd incluido en R, [X]. Determinar la matriz de g, en la base
{1,X,...,X"} de R, [X]. Determinar la matriz de f, de labase {1,X,...,X"}enlabase 1,X,..., X"+,
Calcular las dimensiones respectivas de los images de f,, y de g,.

[001088]

Ejercicio 1365
Sean A = (i g) y f la aplicacién de M>(R) en M>(R), M — AM. Demostrar que f es lineal. Determinar
su matriz en la base candnica de M, (R). [001089]

Ejercicio 1366
Sea ¢ una aplicacién lineal de R? en R? tal que ¢ # 0y @ = 0.

1. Construir ejemplos de tales aplicaciones.

2. Sea x € R? tal que ¢(x) # 0. Demostrar que {x, ¢(x)} es una base de R?. Determinar la matriz de ¢
en esta base.

[001090]

Ejercicio 1367
Sea E un espacio vectorial y ¢ € Z(E).

1. Se supone que ker(¢) = ker(¢?). Sea p > 1y x € ker(¢”). Demostrar que x € ker(¢?~!). Deducir
que ker(@?) =ker(¢), paratodo p > 1.

2. Demostrar igualmente que si ker(@?) = ker(¢?), entonces ker(¢”) = ker(¢?), para todo p > 2.

3. Se supone ahora que ¢ es una aplicacién lineal de R? en si mismo tal que @ # 0. Sea x € R3 tal
que @ (x) # 0. Demostrar que {x, @(x), *>(x)} es una base de R3. Determinar la matriz de ¢ en esta
base.

[001091]

Ejercicio 1368

Sean E un espacio vectorial de dimensién 3 y ¢ una aplicacién lineal de E en E tal que > =0y ¢ # 0. Sea
r=rg(Q).
1. Demostrar que Im(¢) C ker(¢). Deducir que r < 3 —r. Calcular r.

2. Seae; € E tal que @(e;) # 0y sea ep = @(e;). Demostrar que existe e3 € ker(¢) tal que la familia
{e2,e3} es libre. Demostrar que {e,e,e3} es una base de E.

3. Determinar la matriz de ¢ en la base {e;,e2,e3}.
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[001092]

Ejercicio 1369

Sea E un espacio vectorial y f una aplicacién lineal de E en si mismo tal que f> = f.

1. Demostrar que £ =ker f &Im f.

2. Sea E sea de dimensién finita n y sea r = dimIm f. Demostrar que existe una base & = (ey,...,e,)
de E tal que : f(e;) =e;sii<ry f(e;) =0sii>r. Determinar la matriz de f en esta base A.
Solucidén V Vidéo W [001093]
Ejercicio 1370

Sea f la aplicacién de R, [X] en R[X] definida al escribir para todo P(X) € R,[X] : f(P(X))=P(X+1)+
P(X —1)-2P(X).

1. Demostrar que f es lineal y su imagen estd incluida en R, [X].

2. Enel caso donde n = 3, dar la matriz de f en la base 1,X,X?,X>. Determinar entonces, para un valor
de n cualquier, la matriz de f en la base {1,X,...,X"}.

3. Determinar el ndcleo y la imagen de f. Calcular su dimension respectiva.

4. Sea Q un elemento de la imagen de f. Demostrar que existe un tnico P € R,[X] tal que : f(P) = Q
y P(0) = P'(0) =0.

Solucidén V Vidéo W [001094]

Ejercicio 1371

Sea (e, e2,e3) una base del espacio E tridimensional sobre un cuerpo K. I significa la aplicacion identidad
de E. Se considera la aplicacion lineal f de E en E tal que :

fler) =2ex+3e3, f(e2) =2e1 —5ex—8e3, f(ez) =—ey +4ey+6es.

1. Estudiar el subespacio ker(f — Ig) : dimension, base.
2. Estudiar el subespacio ker(f2 +Ir) : dimensién, base.

3. Demostrar que la unién de las bases anteriores constituye una base de E. ;Cudl es la matriz de f en
esta nueva base ?, ;y la de f2?

[001095]

Ejercicio 1372

Sea E un espacio de n dimensiones y f un endomorfismo de E.

1. Demostrar que la condicién f2 = 0 es equivalente a Im f C ker f. ;Qué condicién satisface entonces
el rango de f ? Se supone en el resto del ejercicio que f> = 0.

2. Sea Ej un suplemento de ker f en E y sea (ej,ey,...,e,) una base de E;. Demostrar que la familia
de vectores (e, ez,...,er, f(e1), f(e2),..., f(er)) es libre. Demostrar cémo se puede completar, si es
necesario, por vectores de ker f de manera que se obtenga una base de E. ;Cual es la matriz de f en
esta base ?

3. (Bajo qué condicién necesaria y suficiente se tiene Im f = ker f ?
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1 0 1
4. Ejemplo : Sea f el endomorfismo de R* cuya matriz en la base canénica es M(f) = 2 0 2
-1 0 -1
Demostrar que f> = 0. Determinar una nueva base en la que la matriz de f tiene la forma indicada
en la pregunta 2).

[001096]

Ejercicio 1373

Sean tres vectores ey, e2,e3 formando una base de R>. Se denota ¢ la aplicacién lineal definida por ¢ (e;) =
es, ¢(62) =—ejt+ertezy ¢(e3) = e3.

1. Escribir la matriz A de ¢ en la base (ej, ez, e3). Determinar el nicleo de esta aplicacion.

2. Sea fi = e —e3, fr =e1 —ea, f3 = —e; + ez +e3. Calcular ey, es,e3 en funcién de f1, f, f3. (Los
vectores fi, f», f3 forman una base de R3?

3. Calcular ¢(f1),9(f2),¢(f3) en funcién de f1, f2, f3. Escribir la matriz B de ¢ en la base (f1, f2, f3)
y encontrar la naturaleza de la aplicacién ¢.

I 1 -1
4. Se define P = 0 —1 1 |. Verificar que P es invertible y calcular P~!. ; Qué relacién une A, B,
-1 0 1
PyP1?
Solucién V Vidéo W [001097]
Ejercicio 1374
I 3 af
Sea My, g la matriz : My g = 2 —1 2 1] € .#34(R). Determinar para qué valores de o y de f8 la
-1 120
aplicacion lineal asociada es sobreyectiva.
Solucidén V [001098]
Ejercicio 1375
1 2 1 2 2 -1 7
Sean A = 41 B= 43 -1l Calcular rg(A) y rg(B). Determinar una base de niicleo
15 6 1" T o0 -1 2 g THCTABYIER) . !
7 8 1 3 3 =211
y una base de imagen para cada una de las aplicaciones lineales asociadas f4 y f5.
Solucidén V Vidéo W [001099]
Ejercicio 1376

Sea E un espacio vectorial de dimensién n y ¢ una aplicacion lineal de E en E. Demostrar que existe un
polinomio P € R[X] tal que P(f) = 0. (Se puede usar el hecho que -Z(E) es isomorfo a M,(RR).)
Solucién ¥ [001100]

Ejercicio 1377
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]
(]
—

0 0 1
SeaA=|: : - ¢ [.Utilizando la aplicacién lineal asociada de £ (R",R"), calcular A?, para
o1 - 00
10 -~ 00
p EZ.
Solucidén ¥ Vidéo W [001101]
Ejercicio 1378
0 1 0
La misma pregunta del ejercicio anterior para A = R [001102]
: RN |
0 0
Ejercicio 1379
3 -1 1
Sea f e Z(R%) dematriz {0 2 0 | enlabase canénica. Determinar la matriz de f en la base (1,0,—1),
1 -1 3
(0,1,1), (1,0,1). [001103]
Ejercicio 1380
. 2 3 . 2
Sea f el endomorfismo de R? de matriz A = 5 5 | en la base canénica. Sean e¢; = 3 ye =
2 3

-2
5):
1. Demostrar que %’ = (e1,e;) es una base de R? y determinar Mat g ( f).
2. Calcular A", paran € N.

2
. . . . Xpal =2Xx,+ %
3. Determinar el conjunto de sucesiones reales que satisfacen Vn € N { " nT3Yn

5 2
Yn+1 = —5Xn—3Vn
Solucién Vv Vidéo W [001104]

Ejercicio 1381
Sea E = vect(AB — BA, (A, B) € .#,(Q)?).
1. Demostrar que E = kertr (para la inclusién no trivial, se encuentra una base de kertr formada por
matrices de la forma AB — BA).
2. Sea f € #,(Q)* tal que V(A,B) € .#,(Q)?> f(AB) = f(BA). Demostrar que existe & € R tal que
f=oatr.

[001105]

Ejercicio 1382
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http://www.youtube.com/watch?v=WqbDAp8ZsBE
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11 . . .
Sean A = < 0 1) y®: Mr(R) — My(R), M — AM — MA. Demostrar que P es lineal, determinar su matriz
en la base canénica y calcular ker® y Im®. [001106]

Ejercicio 1383
Sea A = (a; j)1<i7 j<n una matriz cuadrada n x n. Se quiere demostrar el siguiente resultado debido a Hada-
mard : Se supone que paratodo i € {1,...,n}, se tiene
n
laii| > Y |aij]
j=1
J#i

entonces A es invertible.
1. Demostrar el resultado para n = 2.

2. Sea B, la matriz obtenida reemplazando, para j > 2, cada columna c; de A por la columna

alj
Ci——«Cq,
ar

Calcular los b;; en funcién de los a;;. Demostrar que si los coeficientes de A satisfacen las desigual-
dades anteriores, entonces para i > 2, se tiene

n
biil > Y |bijl.
=2
i

3. Demostrar el resultado de Hadamard para n cualquiera.

Solucidén V¥ [002565]

Ejercicio 1384
Sean A y B de matrices no nulas de M, (R). Se supone que A - B = 0.

1. Demostrar que ImB C kerA.

2. Se supone que el rango de A es igual a n — 1, determinar el rango de B.

Solucién ¥ [002585]
Ejercicio 1385
Se designa por {ej,es,...,e,} la base canénica de R”. A una permutacion o € .#;, se asocia el endomor-

fismo us de R" siguiente :
ug : R* — R”
X1 Xo (1)
—
Xn X6 (n)

1. Sea 7 = (ij) una transposicién. Escribir la matriz de u en la base canénica. Demostrar que det(u;) =
—1.

2. Demostrar que V0,0’ € .7, Uugollg: = Ugiog.

3. Deducir que Vo € .%,, detug = €(0), donde € designa el signo.
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[002776]

Ejercicio 1386 Coeficientes binomiales

Sea A € M,11(Q) tal que a;; = Cj:ll. Interpretar A como la matriz de un endomorfismo simple de Q,[X].
Deducir la matriz A~!. [003406]

Ejercicio 1387 Coeficientes binomiales

Sea A € 4, (K) tal que a;; = (—1)”*J'Cfl’_1j.
1. Interpretar A como la matriz de un endomorfismo de K, [X].
2. Deducir A3,

Solucidén Vv [003407]

Ejercicio 1388 ***[

Sea f un endomorfismo de R>, nilpotente de indice 2. Demostrar que existe una base de R? en la que la
00O

matriz de fseescribe [ 1 0 O
00O

Solucion ¥ [005261]

Ejercicio 1389

Sea f : R? — R? la aplicacién lineal definida por

fx,y,2) = (4x+y+z,4x+ Ty +2z,—6x — 6y — 2).

1. Escribir la matriz A de f en la base canénica % de R>.

2. Demostrar que los vectores vi = (1,0,—2), v = (1,—1,0) y v3 = (0, —1,1) forman una base de R*
que se denota #'.

3. Determinar la matriz de paso [Idgs|%, de 8 a %', y la matriz de transicién [Idgs]% de %' a B.
4. Determinar la matriz M de f en la base %'
5. Deducir A", para todo n € N*,

Solucidén V¥ [007411]

Ejercicio 1390

Sea R[X] el conjunto de polinomios en R y sea R,[X] el conjunto de polinomios de grado a lo sumo n. Se
considera la aplicacién @ : R, [X| — R[X] definida por :

®(P)(X) = (2X + 1)P(X) — (X2 = 1)P'(X).

1. Demostrar que la aplicacién @ es un endomorfismo.

2. Demostrar que la matriz A de la aplicacién & en la base (1,X,X?) se escribe :

A=

(el SR

1 0
1 2
11
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Determinar el rango de ®.
Deducir que ® es una aplicacion invertible.

Determinar una base del nticleo de la aplicacién @ — Id, donde Id designa la aplicacién identidad.

AN NS

Demostrar que la dimension de la imagen de @ — Id es de dimensién 2. Determinar una base de la
imagen.
7. Determinar el conjunto de polinomios de R[X] verificando la identidad : 2X P = (X —1) P

Solucidén ¥V [007412]

44 108.04 Ejemplos geométricos

Ejercicio 1391 Homografias

Para M = (LCI Z € GLy(R), se denota f : RU{oo} - RU{eo},x +— %. Demostrar que M — fyr es
un morfismo de grupos. ;Cudl es su nicleo ? [003364]

45 108.05 Inversa, método de Gauss

Ejercicio 1392 Conservacion de la inversa en un sub-cuerpo

Sea M € .#,(Q). Comparar los enunciados :
1: M es invertible en .#,,(Q).
2 : M es invertible en .#,(C). [003361]

Ejercicio 1393 Algebra de matrices
I ... 1

SedenotaU = | : | e y(R)y of ={aU+bl, a,bcR} (n=2).
I ... 1

1. Demostrar que <7 es una subdlgebra conmutativa de ., (R).

2. SeaM = aU + bl € <7 . Demostrar que M tiene una inversa en < si y solo si b(b+na) # 0, y llegado
el caso, dar M~ 1.

3. Demostrar que si b(b+ na) = 0, entonces M no es invertible en ., (R).
4. Encontrar las matrices M € o verificando : M" = I.

Solucidén V¥ [003362]

Ejercicio 1394 Operaciones por bloques

1. Sean A € My, p,(K), Ay € My p,(K), By € Mp, o(K), By € My, 4(K). Se establece A = (A] Az) €
B
Moy py+p,(K) y B= <B;> € Mp,+p,4(K). Demostrar que AB = A B +A2B;.
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A B . .
2. Sea M = 0 C>’ donde A, B,0,C son matrices de tamafios p X p, p X ¢, g X p, ¢ X q (matriz tri-

angular por bloques). Demostrar que M es invertible si y solo si A y C, lo son. El caso échéant, dar
M~ en la misma forma.

3. Deducir una nueva demostracion de la propiedad : La inversa de una matriz triangular es triangular.

Solucidén V¥ [003365]

Ejercicio 1395 Descomposicién de una matriz en matrices invertibles
Sea A € #,(K). Demostrar que existe U,V € GL,(K) talesque A=U +V. [003366]

Ejercicio 1396 Todo hiperplano de .#,(K) contiene una matriz invertible
Sea H un hiperplano de .#,(K) (n > 2).
1. Demostrar que existe A € .#,(K) tal que H = {M tal que tr(AM) = 0}.

2. Deducir que H contiene una matriz invertible.

Solucién V [003376]

Ejercicio 1397 M antisimétrica = I + M es invertible

Sea M € .#,(R) antisimétrica.
1. Demostrar que / + M es invertible (si (/+M)X = 0, calcular ‘(MX)(MX)).
2. SeaA = (I —M)(I+M)~'. Demostrar que ‘A = A~!.

Indicacidén V¥ Solucién Vv Vidéo N [003380]

Ejercicio 1398 Ecuacion X> +X =A

11
endomorfismos de K> de matrices A y X en la base candnica.

Sea A = (1 1>. Se quiere resolver la ecuacién en .#5(K) : X> +X = A. Sea X una solucién y ¢4, ¢x

1. Demostrar que X o X 41 no es invertible.

2. Si X no es invertible, demostrar que X es proporcional a A (se demuestra que ker oy = ker¢a y
Im ¢y = Im @,).
3. Resolver la ecuacién.

Solucidén V [003381]

Ejercicio 1399 Grupos de matrices

Sea ¥ C .#,(K) tal que para la multiplicacién, ¢ sea un grupo. Se denota J el elemento neutro y para
M €9, ¢y el endomorfismo de K" candnicamente asociada a M.

1. Demostrar que ¢); es una proyeccion.
2. Demostrar que : VM € ¥, M xerg, = O0Y OM|1mg, €S un isomorfismo de Im¢;.

3. Deducir que ¢ es isomorfo a un grupo GL;(K).
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Solucidén V¥ [003382]

Ejercicio 1400 Inversién de matrices

Invertir las matrices siguientes :

1 1 (0)
0o (1 a (b)
1 2. : 3
) 0 b) a 1
W ) gen(0) 1
_ 1+5 (1)
1 aa 0) ay e
4 lalal acC 5. . 6.
a’o 1 0 1
ai - (0) 1) 1ty
Solucioén ¥ [003398]
Ejercicio 1401 Efecto de redondeo
1 5 1 1 05 033
SeanA=|1 1 I |[yB=|05 033 0.25]. CalcularA~'yB~".
% % % 0.33 0.25 0.20
Solucién V [003399]
Ejercicio 1402 ***
Sea A = (ai j)1<i,j<n (n > 2) definida por
isii=j
Vie{l,...,n}, aij=q1sii>j.
0sii<j
Demostrar que A es invertible y calcular su inversa.
Solucién ¥ [005267]

Ejercicio 1403 ***I Teorema de HADAMARD

SeaA € #,(C)tal que:Vie {l,...,n}, |a;;| > ¥ |a; j|. Demostrar que A es invertible.
J#i

Solucién ¥V [005272]

Ejercicio 1404 ***] Matriz de VANDERMONDE de raices n-ésimas de la unidad

Sea ® = e¥™/" (n>2).SeaA = (@U~D¥ 1), ;1 c,. Demostrar que A es invertible y calcular A~! (calcular
primero AA).
Solucién V [005274]

Ejercicio 1405 ***]
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Sea A = (a,-7j)1<,-,j<n+1 definida pora; ; =0sii> jya;; = Cj:ll si i < j. Demostrar que A es invertible y
determinar su inversa. (Indicacién : Considerar el endomorfismo de R,[X] que a un polinomio P asocia el
polinomio P(X + 1)).

Solucion V [005276]

Ejercicio 1406 ****

Demostrar que todo hiperplano de M,,(R) contiene las matrices invertibles.
Solucidén V [005597]

Ejercicio 1407 ***

Sea A = (ai j)i<i,j<n definida pora; j = 1sii=j, jsii= j—1y 0 sino. Demostrar que A es invertible y
calcular A1,

Solucidén V [005604]

Ejercicio 1408 ***

l4a; 1 v - 1
] .
Sean ay,...,a,, n reales todos no nulos y A = : : . Dar la inversa de A en
: . . 1
1 e 1 14a,
caso de existencia.
Solucidén V¥ [005610]
Ejercicio 1409 **I
0 1 2 n—1 n
0 0 0 0 0
1 2 n—1 n
0
1 1 1

Calcular la inversa de

Solucidén V¥ [005612]

Ejercicio 1410 ***I

Sea n un entero natural mayor o igual a 2 y @ = e**/". Sea A = (a)(j_l)(k_l))lgj,kgn. Demostrar que A es
invertible y calcular A~!.
Solucién ¥ [005613]

Ejercicio 1411 ***] Teorema de HADAMARD
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Sea A = (a;,j)1<i,j<n € #,(C) tal que Vi € [1,n], |a;;| > ¥ |ai ;|. Demostrar que A € GL,(C). (Una matriz

J#i
con diagonal estrictamente dominante es invertible.)

Solucién Vv

[005617]

Ejercicio 1412

Calcular (si existe) la inversa de las matrices :

1 2 1 1
<“ Z), 1 2 -1, |«

¢ 2 -2 —1 o?
1 1 - -1 1
0o 1 . : 12 - on—1

R —
;—\QIQ'
)
m
a

[\
W
=

[ )
—_— O =
—_O = =
—_
—_

Solucién ¥ Vidéo H

[006872]

Ejercicio 1413

Para un entero n > 2 y x en R, consideremos la matriz de orden n :

1. Calcular det(D;) y det(D3).

2. Demostrar primero que

x+n—-1 x+n—-1 -+ -+ x4+n-1
1 X I .- 1

det(D,) = : : :

y entonces

det(D,) = (x+n—1)
1 - 1 x
3. Usando el método de pivote gaussiano, calcular det(D,,), para todo n.

4. Para cada n, ;para cudles valores de x la matriz D,, es invertible ?

Solucidén Vv

[007413]
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46 108.06 Cambio de base, matriz de pasaje

Ejercicio 1414 Conjugacion

1. Sea P € GL,(K). Demostrar que la aplicacién ¢p : .#,(K) — .#,(K), M — P~'MP es un isomor-
fismo de dlgebra.

2. Sea ¢ A= (Cl,'j) — A= (an+1,i,,2+1,j).
(a) Demostrar que ¢ es un isomorfismo de dlgebra de ., (K).
(b) Encontrar una matriz P € GL,(K) tal que ¢ = ¢p.

[003367]

Ejercicio 1415 Chimie P’ 1996

51 7 110

Sea u € .Z(R?) teniendo como matriz en la base canénica M = % 2 =1 ?2|yM =01 1] enotra
1 0 O 001

base. Dar la matriz de pasaje.

Solucién ¥ [003368]

Ejercicio 1416 Cambio de base

Sea f la aplicacién lineal de R* en R cuya matriz relativamente a las bases candnicas, (?, 7, ?, L)y

4 5-7 17
%
(?,?,k)es 2 1-1 3 .Sedeﬁnendosnuevasbases:%:(?,?,4?—1—?—3?,—7?—%?—1—
1-1 2 1

— R
5?) y B = (4?—1—2?%— k ,5?+7 — k, k). (Cuadl es la matriz de f relativamente a By %' ?

Solucidén V¥ [003400]

Ejercicio 1417 Matrices semejantes

1100 1234
0110 0123 . . .
Sean A = 001 1 yB= 0012 . Demostrar que A y B son semejantes. (Se busca P invertible
0001 0001
tal que PB = AP)
Solucién ¥ [003401]

Ejercicio 1418 Matrices semejantes

2 -3 -2 110
Demostrar que M = | 0 % % yN=|0 1 1| sonsemejantes.
1 _% 3 001
Solucidén V [003402]
Ejercicio 1419 Matrices no semejantes
1 23 312
Demostrarque A= |0 1 2| yB= |2 0 1| no son semejantes.
001 100
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Solucidén V¥ [003403]

Ejercicio 1420 matrices no semejantes

29 38 —18 7 -8 4

SeanA=| —11 —14 7|yB= 3 —3 2 |.Demostrar que A y B tienen el mismo rango, mismo
20 27 —-12 -3 4 -1

determinante, misma traza, pero no son semejantes (calcular (A —1I)?y (B —1)?). [003404]

Ejercicio 1421 Ensi Physique P 1995

0110 0000O0
(Las matrices 0010 y 00 11 son semejantes ?
0000O0 0001
00O0O 000O
Solucidén ¥ [003405]

Ejercicio 1422 Comatriz
Sean>2yAce€ #,K).
1. Si Ay B son invertibles, demostrar que com (AB) = (comA)(comB).

2. Demostrar el mismo resultado en el caso general, considerando los escalares A tales que A — Al y
B — AI son invertibles.

3. Deducir que si A y B son semejantes, entonces comA y com B también lo son.

[003433]
Ejercicio 1423 Matrices reales semejantes en C
P+iQ € GL,(C
Sean A, B € .,(R) semejantes en C : existe P,Q € .#,(R) tales que : u IQ (C) )
(P+iQ)A=B(P+iQ).
1. Demostrar que : VA € R, (P+AQ)A =B(P+A0Q).
2. Deducir que A y B son semejantes en R.
[003577]

Ejercicio 1424 ***T

Sea u el endomorfismo de R cuya matriz en la base canénica (i, j, k) de R es :

0
M=10
1—

w o

0
1
3
1. Demostrar que u es un automorfismo de R3 y determinar u~'.

2. Determinar una base (ej,es,e3) de R3 tal que u(e;) = ey, u(er) = e1 +ex y u(es) = ez +e3.
3. Determinar P la matriz de pasaje de (i, j,k) a (e, ea,e3) asi como P~

4. Deducir u"(i), u"(j) y u"(k), para n entero relativo.
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Solucidén V¥ [005259]

Ejercicio 1425 **

4—a 1 —1 l—a 1 0
Sean M(a) = -6 —l—a 2 y N(a) = 0 1-a O . (M(a) y N(a) son seme-
2 1 l—a 0 0 2—a
jantes ?
Solucion ¥ [005626]

Ejercicio 1426 ***]

Sean A y B dos elementos de .#,(R). Demostrar que si A y B son semejantes en .#,(C), lo son en ., (R).
Solucién V [005627]

47 108.99 Otro

Ejercicio 1427
Sea A una matriz cuadrada que conmuta con todos las matrices cuadradas. Demostrar que es una matriz
escalar. [002434]
Ejercicio 1428

Sea A una matriz cuadrada.
1. Demostrar que A> = I si y solo si (I —A)(I+A) = 0. Demostrar que en este caso A es invertible.
2. Demostrar que si A es idempotente (A2 = A), entonces B = I — A, lo es también y que AB = BA = 0.

3. Demostrar que / es la inica matriz idempotente invertible.

[002437]
Ejercicio 1429
Encontrar todas las matrices de .3 (RR) que verifican
1. M? = 0; 2. M* = M, 3.M*=1.
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [002475]

Ejercicio 1430

Un tren que frena con desaceleracién constante hace 20s para recorrer el primer km y 30s para recorrer el
segundo km. Se quiere calcular la distancia que tendrd que recorrer para llegar a la parada.
— Tomando como origen la posicién inicial del tren, escribir la ecuacién general de un movimiento
uniformemente desacelerado.
— Deducir un sistema de dos ecuaciones cuyas incdgnitas son la desaceleracién y la velocidad inicial
del tren, y resolver este sistema.
— Concluir.
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[002693]

Ejercicio 1431 Cuaterniones

Demostrar que ¢ = {M = (—b 4

“ b) € .//lz(R)} es un cuerpo isomorfo a C.

a

!
Demostrar que 7 = {M = (—b z> € //2(@)} €s un cuerpo no conmutativo. [003363]

Ejercicio 1432 Centro de GL,(K)

Se denota (E;;) la base canénica de .4, (K).
1. Demostrar que F;; = I + E;; es invertible.
2. Deducir que vect (GL,(K)) = #,(K).
3. Cudl es el centro de GL,(K)?

[003369]

Ejercicio 1433 Centro de GL,(K)

Sea f € Z(E) teniendo la misma matriz en todas las bases de E. Demostrar que f es una homotecia.
[003370]

Ejercicio 1434 Centro de matrices triangulares unipotentes
Se denota & = {A = (a;j) € M,(K) tal que a;; =0sii> jya;=1}.
1. Demostrar que ¢ es un subgrupo de GL,(K).

2. Usando la base canénica de .#,(K), determinar el centro de ¢, y demostrar que es un grupo conmu-
tativo isomorfo a (K, +).

Solucidén V¥ [003371]

Ejercicio 1435 Ecuacién aX + (trX)A =B

Seaa € K,y A,B € #,(K). Estudiar la ecuacién de incégnita x € .#,(K) : aX + (trX)A = B.
Solucién ¥ [003372]

Ejercicio 1436 Conmutante de una matriz diagonal
SeaA € M,(K)y 6r={M € #,(K) tal que AM = MA} (conmutante de A).
1. Demostrar que % es una subdlgebra de ., (K).

2. Sea A = diag(A,As,...,A,) una matriz diagonal donde todos los A; son distintos.
(a) Determinar %4.

(b) Sea ¢ : A,(K) — M,(K),M — MA —AM. Demostrar que Im¢ es el conjunto de matrices de
diagonal nula.

[003373]

Ejercicio 1437 Matrices de trazas nulas
Sea M € #,(K) no escalar tal que trM = 0.
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1. Demostrar que existe una matriz columna X; tal que MX; no sea no colineal con Xj.

2. Deducir que M es semejante a una matriz N = ( ) ,donde M; € 4, (K)y trM; = 0.

M,
3. Demostrar que M es semejante a una matriz de diagonal nula.
4. Demostrar que existe A, B € .#,(K) tales que M = AB — BA.

[003374]

Ejercicio 1438 Forma bilineal traza

1. SeaA € ., ,(K) no nula. Demostrar que la aplicacion f4 : .#), ,(K) — K,X — tr(AX) es una forma
lineal no nula en .#), ,(K).

2. Reciprocamente : Sea ¢ : .#,, ,(K) — K una forma lineal cualquiera. Demostrar que existe una tinica
matriz A € .4, ,(K) tal que ¢ = f4 (se puede considerar la aplicacién A — fy).

3. Sea ¢ : #,(K) — K una forma lineal verificando : VX,Y € #,(K), ¢(XY) = ¢(YX).
Demostrar que existe A € K tal que ¢ = Atr.

[003375]

Ejercicio 1439 Matrices magicas

Una matriz cuadrada M se dice mdgica si las sumas de los coeficientes de M por fila y por columna son

1 ... 1
constantes. Se denota s(M) su valor comtn. SeaU = | : "._ ! | y.# = {matrices n X n mégicas}.
1 ... 1
1. Demostrar que . es una subdlgebra de .#,(K) y s : .# — K es un morfismo de algebra (calcular

MU y UM).
2. Si M es mégica invertible, demostrar que M~ ! es también magica.

3. Demostrar que .# es la suma directa del sev de matrices mégicas simétricas y el sev de matrices
madgicas antisimétricas.

4. Para M € .#,(K), se denota ¢y el endomorfismo de K" canénicamente asociada a M. Sea ¢ =
{(x1,...,xy) EK"talque x; +---+x, =0} y & = {(x,...,x) € K"}.
(a) Demostrar que : M € # <= 7y 2 son estables por @.
(b) Deducir dim(.#).

[003377]

Ejercicio 1440 Matrices triangulares nilpotentes

1. Sea A una matriz triangular de diagonal nula. Demostrar que A es nilpotente.

2. Sea A € .#,(K) una matriz nilpotente de indice n y ¢ el endomorfismo de K" asociada. Se denota
E;=ker¢',y ¢ un vector cualquiera elegido en E; \ E;_; (?1 € E \{ﬁ})
(a) Justificar la existencia de ?,-.
(b) Demostrar que la familia (?i) es una base de K.

(c) Deducir que A es semejante a una matriz triangular de diagonal cero.

265



[003378]

Ejercicio 1441 Matriz verificando A* =1

Sea A € .#,(K) tal que A* =1 (k #0).Sea B=1+A+A?+---+ A*"!_ Sean u,v endomorfismos de K" de
matrices A y B en la base candnica.

1. Demostrar que : ker(u —Id) = Imv, Im(u—1d) =kerv, kerv®Imv=K".
2. Deducir : trB = krgB.

Solucidén V¥ [003383]

Ejercicio 1442 A > 0,X >0y AKX =X

Sea A € ., ,(R). Se dice que A es positiva si todos sus coeficientes son estrictamente positivos. Sea M &
M, (R) positiva. Se supone que existe X € .#, 1 (R) positivo y k € N* tales que M¥X = X. Demostrar que
existe Y € ., 1(R) positivo tal que MY =Y. [003384]

Ejercicio 1443 Sucesion recurrente lineal matricial

Sean A, B € .#,(K). Expresar en términos de & el término general de la sucesion (My) de matrices de .#,(K)
M, es dada,

My =AM +B.
Solucidén V¥ [003385]

definida por : {

Ejercicio 1444 A,A% A3 dadas = AP

A=AU+uv
Sea A € #,(K). Se supone que existe A, 4 € Ky U,V € .#,(K) tales que : { A*> = A2U + u’v
A3 =230+ V.
1. Demostrar que : Vp € N*, A? = APU + uPV (buscar una relacién lineal entre A, A%, A3).

2. Se supone aqui A # u, A 0y u # 0. Sea X un vector propio de A. Demostrar que X es un vector
propio de U y de V, con valores propios 0,0 0 1,0, 00, 1.

Solucidén V [003386]

Ejercicio 1445 Ideal es de .#,(K)
Una parte .# C ., (K) es llamada ideal a la derecha de .#,(K) si es un subgrupo aditivo verificando :

VAe S ,VBe #,(K), ABc J.

Para A € ., (K), se denota 7% el sev de .4, 1(K) generado por las columnas de A, y .#4 el ideal de recta
generada por A : .Z4 = {AM tal que M € .#,(K)}.

1. Sean A,M € .#,(K). Demostrar que : M € .9y <= 3 C ;.
2. SeanA, B € /,(K). Demostrar que existe C € .#,(K) tal que 73 + .73 = H¢. Simplificar .74 + 7.

3. Sea .# un ideal a la derecha de .#,(K). Demostrar que .# es un sev de .#,(K), luego que existe
A€ #,(K)tal que I = 4.

4. ;Qué se puede decir de los ideales a la izquierda de .#,(K)?
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[003387]

Ejercicio 1446 Clases de equivalencia en .#, 1 (Z)

1. SeaM € #,(Z). Demostrar que M € GL,(Z) siy solo si |detM| = 1.
X1
2.SeaX = |: | e ,1(Z)ydel med de x,...,x,. Demostrar que existe A € GL,(Z) tal que

Xn

AX = | . | (por induccién en n).

0
3. Sean X,Y € #,(Z). {SE puede dar una CNS para que exista A € GL,(Z) tal que AX =Y ?

[003388]

Ejercicio 1447 Radio espectral de una matriz con coeficientes positivos
Sea A = (a;j) € M,(R) con : Vi, j, a;j > 0. Se provee .#, 1 (R) de la relacion de orden :

(X2Y) = (Vi, xi 2 yi),
y se define para X € 4,1 (R),X >0,X #0:

{R(X) =sup{r >0 tal que AX >rX},
R =sup{R(X)talque X > 0,X #0}.
1. Demostrar que R es finito y que existe Xp € R” tal que R(Xp) = R.
2. Demostrar que todas las coordenadas de Xy son estrictamente positivas.
3. Se define AXy = RXy+Y. Demostrar que ¥ = 0.
4. Sea A un valor propio complejo de A. Demostrar que [A| < R,y (|A| =R) < (L =R).

Solucidén V¥ [003389]

Ejercicio 1448 INT Ingenieria 93

Sea E = {matrices de .#,(R) antisimétricas} y f : E — E,M — 'AM + MA, donde A € .#,(R).
1. Demostrar que f es un endomorfismo.
2. (Cudleslatrazade f?

Solucidén V¥ [003390]

Ejercicio 1449 Ensam PSI 1998
a 1 0 ... 0
a 0 1
SeaA=|: : .. .. ol €4,(K)y%(A)suconmutante. Demostrar que para M,N € € (A) se tiene :

Do -1
a 0 ... ... 0
M =N < My N tienen la misma dltima columna. Deducir que €' (A) = K, [A]. [003391]
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Ejercicio 1450 ENS MP 2002

¢ Qué pasa con los morfismos de grupo ¢ : GL,(R) — Z/pZ?
Solucién ¥ [003392]

Ejercicio 1451 ***

1. Demostrar que una matriz triangular superior es invertible si y solo si sus coeficientes diagonales son
todos no nulos.

2. Demostrar que toda matriz triangular superior es semejante a una matriz triangular inferior.

Solucidn V¥ [005264]

Ejercicio 1452 **%*

Sean I = ((1) (1)> yJ= ((1) i > ysea E = {M(x,y) = xI +yJ, (x,y) € R?}.

Demostrar que (E,+,-) es un sev de .#>(R). Determinar una base de E y su dimension.
Demostrar que (E, 4+, x) es un anillo conmutativo.

(Cudles son los invertibles de E ?

R

Resolver en E las siguientes ecuaciones :
a) X2=1 b) X>=0 c) X?=X.

5. Calcular (M(x,y))", para n entero natural no nulo.

Solucidén V¥ [005265]

Ejercicio 1453 ****
SeaA € #52(R)y B € #,3(R) tales que :

0 -1 -1
AB=1| -1 0 -1
1 1 2

Demostrar la existencia de al menos un par (A, B) verificando las condiciones del enunciado y luego calcular
BA. (Indicacién. Calcular (AB)? y usar el rango.)
Solucidén V [005266]

Ejercicio 1454 ***]

Determinar el centro de .#,(K), es decir el conjunto de elementos de .#,(K) que conmutan con todos los
elementos de .7, (K) (usar las matrices elementales).
Solucidén Vv [005268]

Ejercicio 1455 ****

Demostrar que todo hiperplano de .7, (K) (n > 2) contiene al menos una matriz invertible.
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Solucidén V¥ [005270]

Ejercicio 1456 ***

Sea f que a P € Ry,[X] asociada f(P) = X(X + 1)P' — 2kXP. Encontrar k tal que f € Z(Ry,[X]), luego
para este valor de k, encontrar todos los polinomios P no nulos tales que la familia (P, f(P)) seald. [005271]

Ejercicio 1457 ***]

Célculo por bloques.

!/ /
. Sea M = (fc‘ 5 ) YN = (2‘ s ) con (4,4') € (M (K)2, (B,B') € (lys(K))2, (C,C) €
(M, (K))?y (D,D') € (M,:(K))?. Calcular M + N en funcién de A, B,C, D, A', B,C' y D'

2. Pregunta andloga para MN analizando con precisién los formatos de cada matriz.

Solucidén V¥ [005273]

Ejercicio 1458 ***

7 4 0 0
—-12 -7 0 0 4 . ‘- 4
Sea A = 20 11 —6 —12 | Y el endomorfismo de C* de matriz A en la base canénica de C*.

—-12 -6 6 11

1. Determinar una base de C* formada por vectores colineales a sus imagenes.
2. Escribir las férmulas de cambio de base correspondientes.
3. Deducir el célculo de A", para n entero natural.

Solucidén V¥ [005275]

Ejercicio 1459 ***]

8§ 2-2
Sean A € #3,(R) y B € 4> 3(R) tales que AB = 2 5 4 |].lJustificar la existencia de A y B, luego
-2 4 5
calcular BA.
Solucién V [005585]

Ejercicio 1460 ***

Sea G un subgrupo finito de GL,(R) tal que Y tr(M) = 0. Demostrar que Y. M =0.
MeG MeG
Solucién ¥ - - [005594]

Ejercicio 1461 ***

Sea G un subgrupo de GL(E), condimE =nycardG = p.Sea F = {x € E/ Vg € G, g(x) = x}. Demostrar

que dimF :]l? Yy trg.
geG
Solucidén V [005595]

Ejercicio 1462 ***]
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Sean Ay,...,A, p matrices distintas e invertibles de M, (R) tales que G = {A1,...,A,} sea estable para la
multiplicacién. Sea A = Ay +---+A,. Demostrar que trA es un entero divisible por p.
Solucién ¥ [005596]

Ejercicio 1463 ***

Sean n un entero natural no nulo, entonces A € .#,(K). Sea f el endomorfismo de M,,(K) que tiene una
matriz X asociada AX + XA. Calcular tr(f).
Solucién V [005605]

Ejercicio 1464 **
Sean a un real no nulo y A y B dos elementos de .#,(R). Resolver en .#,(R) la ecuacién de incégnita M :
aM + tr(M)A = B.
Solucion V [005606]

Ejercicio 1465 **

Sean I = ((1) (1)> yJ= ((1) } >.SeaE:{M(x,y):xI+yJ, (x,y) € R?}.

Demostrar que (E,+,-) es un R-espacio vectorial y precisar su dimension.

Demostrar que (E,+, X ) es un anillo conmutativo.

(Cudles son los elementos invertibles del anillo (E,+, x)?

Eal o

Resolver en E las ecuaciones :
1.X2=1, 2.X2=0, 3.X2=X.
5. Calcular (M(x,y))", para n todo natural con x, y reales.

Solucidén V¥ [005608]

Ejercicio 1466 ***
Se llama al ideal bilateral del anillo (., (K),+, x) todo subconjunto I de ., (K) tal que

a) (I,+) es un grupo y b)VAel,VM € #,(K),AM cIyMA €I

Determinar todos los ideales bilaterales del anillo (.7, (K),+, X).
Solucidén ¥ [005609]

Ejercicio 1467 *I
(Existen dos matrices cuadradas A y B tales que AB—BA =1,,?
Solucidén ¥ [005618]

Ejercicio 1468 **I

Sea f una forma lineal en .#,(C) tal que V (A,B) € (.#,(C))?, f(AB) = f(BA). Demostrar que existe un
complejo a tal que f = atr.
Solucién V [005619]

Ejercicio 1469 ***
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— SR

Sea A, = "
n—r—+-oo

Solucidén V¥ [005620]

) (a real dado). Calcular lim A”.

S ==

Ejercicio 1470 **

Sean A una matriz cuadrada de tamafio n y f la aplicacién de .#,(C) en si mismo que tiene una matriz M
asociada MA. Encontrar la matriz de f en la base canénica de .#,(C) (ordenado por el orden lexicogrifico).
Solucidén ¥ [005621]

Ejercicio 1471 ***]

Sean A y B dos matrices cuadradas de tamafio 7 tales que AB — BA = A. Calcular la traza de A2°1°,
Solucion ¥ [005625]

Ejercicio 1472 **I Exponencial de una matriz nilpotente

1o 4k
Para A matriz nilpotente dada, se establece expA = ) %
k=0 ""

1. Demostrar que si A y B conmutan y son nilpotentes entonces A + B es nilpotente y exp(A + B) =

expA x expB.
2. Demostrar que expA es invertible.
o1 0 ---0
3. Calcular expA, donde A = | : 0
1
0 -0
Solucion ¥ [005628]

48 120.01 Los racionales

Ejercicio 1473

1. Demostrar que si r € Qy x ¢ Q, entonces r+x ¢ Q y si r # 0, entonces r.x ¢ Q.
2. Demostrar que /2 & Q,

3. Deducir : entre dos nimeros racionales siempre existe un nimero irracional.

Indicaciéon V¥ Solucidén ¥V Vidéo W [000451]

Ejercicio 1474

(Son racionales los siguientes nimeros ?, ;decimales ?

a=1/3, b=1/15, c¢=1/25 d=1/125, e=8/3, f=0,333...3..., g=+2,
h=0,123456789123456789123..., i=0,1234567891011121314..., j=mn, k=13/7, [1=27/17.
[000452]
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http://www.youtube.com/watch?v=1d2LZ6zGdjg

Ejercicio 1475 Un método geométrico de aproximacién de v/2

En el plano xOy, se lleva en Ox una sucesién de puntos aj,dy,...,a,,... y en Oy una sucesion de puntos
by,by,...,by,..., construida de la siguiente manera :
(ar=2yb =1, (ii) @, = @=5teet
(iii) a,b,, = 2 (el rectangulo de lados a, y b, tiene por drea 2).
1. Representar esta serie de rectangulos de lados a, y by,.
2. Demostrar sucesivamente que : Vn, b, < a,; (a,)zen decreciente; (by,)nen creciente.

3. Calcular a, — b, en funcién de a,—; — b, y a,. Demostrar que se tiene la desigualdad :

(Cln,1 - bnfl)z
—4 .

a, — b, <

4. Calcular los primeros términos de la sucesion aj,as, ..., as. {Cudntos decimales exactos de v/2 se
obtiene en cada paso? Utilizar la desigualdad anterior para demostrar que el nimero de decimales
exactos obtenidos se duplica grosso modo a cada paso.

[000453]

Ejercicio 1476

1 _1

Calcular con una calculadora : 5 + — 7. Explicar el resultado. [000454]

[OSTE
W=
+
(SN

«
—
|
(SN
|
W
W)

Ejercicio 1477

Se consideran los nimeros racionales menores que v/2. {Hay un niimero racional justo antes de v/2, mas
grande que todos los nimeros racionales menores que /2 ?

(Una sucesion de nimeros racionales tiene un nimero racional como limite ?

(Una sucesion de nimeros decimales tiene un niimero decimal como limite ? [000455]

Ejercicio 1478

Sean a y b dos racionales positivos tales que y/a y v/b son irracionales. Demostrar que +/a ++/b es irracional.
[000456]

Ejercicio 1479

n .
Sea p(x) = Y a;-x'. Se supone que todos los a; son enteros.
i=0

1. Demostrar que si p tiene una raiz racional % (con o y B primos entre si) entonces o divide ag y 8
divide a,,.

2. Se considera el nimero v/2 + v/3. Calculando su cuadrado, demostrar que este cuadrado es la raiz
de un polinomio de grado 2. Deducir, usando el resultado anterior de que no es racional.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo M [000457]
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http://www.youtube.com/watch?v=KX375CPpZjU

Ejercicio 1480

Encontrar en la forma g los racionales x cuyas expansiones decimales periddicas estdn dadas por :

31414 ... 0,999 ... 3,1499 ... [000458]

Ejercicio 1481

1. Sea N, =0,19971997...1997 (n veces). Expresar N, bajo la forma g, con p,q € N*,

2. SeaM =0,199719971997...... Dar el racional cuya notacion decimal es M.
3. Lamisma preguntapara: P=0,11111...4+0,22222...+0,33333...+0,44444...+0,55555...+
0,66606...4+0,77777...40,88888...40,99999...

Indicacidén ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [000459]
Ejercicio 1482
Demostrar que el conjunto {r*; r € Q} es denso en R. [000460]
Ejercicio 1483
Demostrar que % es irracional.
Indicacidén ¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000461]
Ejercicio 1484
Sea a € R, demostrar :
p 1
3(p,q) € Zx N*; a—' < .
q q
Indicacion : Considerar las partes fraccionarias de 0,a, 2a, ..., qa y la particién [0, %[, [%, % [..., [qg—l, 1[de
[0,1]. [000462]
Ejercicio 1485
Demostrar que el conjunto de nimeros diddicos :
a
{?xmmerN}
es denso en R. [000463]
Ejercicio 1486
Demostrar que toda sucesion convergente es acotada.
Indicacidén ¥ Solucién V Vidéo W [000506]
Ejercicio 1487
Demostrar que la sucesion (u,),en definida por
(-1
U, = (— —
" n
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http://www.youtube.com/watch?v=0MkdQiQ4ceI
http://www.youtube.com/watch?v=cHENuXePV9g
http://www.youtube.com/watch?v=lyrZpWFC8AM

no €s COl’lVCI’gCIltC.

Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000507]
Ejercicio 1488

. .. at—bp %
Estudiar la sucesion u, = Ty Y b dados en RY, . [000508]

Ejercicio 1489

Verificar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

1. Siuna sucesion positiva es no mayorada, tiende a oo,

2. Siuna sucesion de niimeros enteros converge, es estacionaria.

3. Si una sucesidn tiene un nimero finito de valores, converge si y solo si es estacionaria.
4. Una sucesion es convergente si y solo si estd acotada.
5

. Si una sucesioén no es mayorada, es minorada.

[000509]
Ejercicio 1490
Sea [ un nimero real. ;Se puede decir que una sucesién que verifica

Vee 0,1, INeEN,Vn >N, |u,— 1| <&

converge a [ ? [000510]
Ejercicio 1491
Construir una sucesion u,, = v,w, (resp. v, + wj,) convergente y tal que al menos una de las sucesiones (v,)
y (wy) diverge. [000511]

Ejercicio 1492 Numeros irracionales

Sea a € Q" tal que /a ¢ Q. Demostrar que existe C > 0 tal que para todo racional r = %, se tiene :

C
r—yal = .
‘ \[‘ Z 7
Solucidén V¥ [003066]

Ejercicio 1493 Numeros irracionales

Sean a,b € Q7 tales que v/b ¢ Q. Demostrar que existe x,y € Q7 tales que /x + Vy=va+ Vb siy solo
si a> — b es un cuadrado en Q.
Solucién ¥ [003067]

Ejercicio 1494 Partes fraccionarias

q—1
Seax = g € Q*, con p,q enteros, g > 1, pAg = 1. Calcular Y frac(kx).
k=0
Solucion ¥ [003144]
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http://www.youtube.com/watch?v=HI2i2rdz3_A

Ejercicio 1495 Denominadores en un subanillo

Sea A un subanillo de Q. Se escriben los elementos de A en forma irreducible; sea P el conjunto de deno-

minadores. Demostrar que A = {% talesquem € Z, p € P}.
Solucidén ¥ [003145]

Ejercicio 1496 Los subanillos de Q son principales

Sea A un subanillo de Q. Demostrar que A es principal (si / es un ideal de A, considerar I N Z). [003146]

Ejercicio 1497 Descomposicion en inversas

Seax € Q, 0 < x < 1. Se define una sucesion (x,) de racional por recurrencia :
— Xo =X,
— Si x, existe y es no nulo, sea k,, € N* el entero mds pequefio tal que k—ln < xp,. Se define x,, 11 = x,, — é,

— Si x, =0, se detiene. En este caso, x = L+L—|—---—|—L.
ko ki kn—1

1. Demostrar que la sucesién es siempre finita.

2. Demostrar que si k;+| existe, entonces ki > k;(k; — 1).

3. Reciprocamente, sea una descomposicion : x = an) +---+ %, con n; € N*y niy1 > nij(n; — 1). De-
mostrar que para todo i, se tiene n; = k;.

Solucidén V¥ [003147]

Ejercicio 1498 Combinacion de fracciones

Sean % < ﬁ dos racionales con a,c € Z,y b,d € N*.

1. Demostrar que todo racional x se puede escribir de la forma : x = 4+1C conm, n € 7,y mb+nd #

mb + nd’
0.
2. Estudiar la unicidad de tal escritura.
ma + nc , . Q Q . . . . .

3. Demostrar que mb 4 na €St comprendido entre pY sty solo si m y n tienen mismo signo.
Solucidén V¥ [003148]
Ejercicio 1499 Ecuaciones algebraicas
Determinar x € Q sabiendo que :

1.2 = +x+1=0. 2.6 +11x* = +5x—6=0. 3.2 —x—4=0.
Solucidén V¥ [003149]

Ejercicio 1500 x’ =y*

/
Se buscan los pares (x,y) € (Q**)z tales que x < yy ¥’ = y* (&,y* € R). Se define x = g, y= ;l, (formas

irreducibles), d = pg' A\p'q, pq =ady p'q=bd.
1. Demostrar que existe m,n € N* tales que : p=m®, p' =mP, g=ny ¢’ =n".
2. Deducir: b—a =mP=4 —nb=

3. Demostrar que b —a < 1y concluir.
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Solucidén V¥ [003150]

Ejercicio 1501 I
Demostrar que los siguientes nimeros son irracionales.

1. (**) /2y més generalmente {/m, donde n es un entero mayor o igual que 2 y m es un entero natural
mayor o igual que 2, que no es una potencia n-ésima perfecta.

2. (**)log2.

3. (****) w (LAMBERT ha demostrado en 1761 que 7 es irracional, LEGENDRE ha demostrado en 1794
que 7> es irracional, LINDEMANN ha demostrado en 1882 que 7 es trascendente). Para esto, suponer
por reduccién al absurdo que 7 = £, con p y ¢ enteros naturales primos no nulos. Se considera

q b
P/‘Ixn (P _ x)n .
entonces I, = [ Tq senx dx, n € N* y demostrar que [, verifica
0 !
(a) I, es un entero relativo;
(b) 1, >0;

(¢) lim I, =0 (ver tarea).
n—r+-oo

4. (***) e (HERMITE ha demostrado en 1873 que e es trascendente. Este es histéricamente el primer
« verdadero » nimero cuya trascendencia ha sido demostrada con éxito). Por esto, establecer que

n T1—=r)
para todo entero natural n,e = ) % + / %e’ dt, ya que para todo entero natural no nulo n,
=0 Jo n!

. l 3 .z
O<e— Y < CEk Entonces razonar por reduccién al absurdo.
5. (F*%) cos(zjﬂ). Para esto hallar una ecuacién de tercer grado con coeficientes enteros cuyas solu-

ciones sean cos(zT”), cos(‘%”) y cos(6T7r), luego se verifica que esta ecuacion no tiene raiz racional

(asumir por reduccién al absurdo, que existe una raiz racional £, con p € Z*, g € N* y med(p,q) = 1
y demostrar que p divide 1y g divide 8). (Se recuerda el teorema de GAUSS : sean a, b y c tres enteros
relativos no todos nulos. Si a divide bc y a y b son primos entre si, entonces a divide c).

6. (%) V4 V3 + V5.

Solucidén V¥ [005209]

Ejercicio 1502 %%

Sea u, el digito de las unidades de C¥, k entero natural fijo no nulo y 7 entero natural mayor o igual que k.
Demostrar que el nimero O, uuy g1 2... €s racional.
Solucién ¥ [005214]

Ejercicio 1503 ****

Sea (u,) = (c]—:), con p, € Z'y q, € N*, una sucesion de racionales que convergen a un irracional x.

Demostrar que las sucesiones (|p,|) y (¢,) tienden a 4-o0, cuando n tiende a +oo.
Solucidén ¥ [005243]
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49 120.02 Maximo, minimo, cota superior

Ejercicio 1504

El mdximo de dos nimeros x,y (es decir, el més grande de los dos) es denotado max(x,y). Asi mismo,
denotamos min(x,y) el menor de los dos ndimeros x,y. Demostrar que :

_ X ty+l—y| , _xty—[x—y|
max(x,y) = ————— y min(x,y) = ————.
2 2
Encontrar una férmula para max(x, y,z).
Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [000464]

Ejercicio 1505
Determinar la cota superior e inferior (si existen) de : A = {u, | n € N} poniendo u, = 2" si n es par y
U, = 27" sino.
Indicacién V Solucién V Vidéo W [000465]

Ejercicio 1506

Determinar (si existen) : los mayorantes, los minorantes, la cota superior, la cota inferior, el elemento més
grande, el elemento mds pequeiio de los siguientes conjuntos :

0.11nQ, 10,1[MQ, N, {(—1)”+rll2]n€N*}.

Solucién ¥ Vidéo W [000466]

Ejercicio 1507
Sea

1
I:{xeR—2<x+<2}.
2x
1. Demostrar que / es la unién de dos intervalos.

2. Determinar (si existen) : los mayorantes, los minorantes, la cota superior, la cota inferior, el elemento
mads grande, el elemento mds pequefio de /.

[000467]

Ejercicio 1508
(Los siguientes conjuntos tienen una cota superior, un elemento mds grande, una cota inferior, un elemento
mas pequeiio, en D, en @, en R, (si surge la cuestion) ?
1.[0,3], 2.{0}U]1,2], 3.DnJo,1/3], 4 {x|3IneN, x=1/n}, 5.
{xeQ|x*<2}.

[000468]

Ejercicio 1509

Se considera el conjunto de nimeros de la forma 1+ %, donde n recorre el conjunto de enteros estrictamente
positivos. ;Este conjunto es mayorado ? ;Minorado ? ; Tiene un elemento més pequeifio ? ;Un elemento mds
grande ? Justificar las respuestas. [000469]
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Ejercicio 1510
Dado un conjunto A C IR, escribir con cuantificadores las siguientes propiedades :

1. 10 es una cota superior de A, 2. m es una cota inferior de A,
3. P no es una un mayorante de A, 4. A es mayorado,
5. A no es minorado, 6. A es acotado,

7. A no es acotada.

[000470]

Ejercicio 1511
Sea E el conjunto de reales de la forma Z_T_ %Z, con n € N*. (El conjunto £ admite una cota inferior, una
cota superior, un elemento més grande, un elemento mas pequefio ? [000471]

Ejercicio 1512

Sea E = {%cosn | n € N*}; calcular infE y supE. [000472]
Ejercicio 1513
Sean A y B dos partes no vacias de R tales que para todo x de A y todo y de B se tiene x < y. Demostrar que
supA y inf B existen y que supA < infB. [000473]
Ejercicio 1514
Sea (ai j) (i.j)elxy U2 familia no vacfa y acotada por reales ; comparar :
inf(supa;;), con sup(infa;;).
4 ,] ] 4
[000474]
Ejercicio 1515
Sea A una parte mayorada de R de al menos dos elementos y x un elemento de A.
1. Demostrar que si x < supA, entonces sup(A \ {x}) = supA.
2. Demostrar que si sup(A \ {x}) < supA, entonces x = supA.
[000475]

Ejercicio 1516
Sean A y B dos partes acotadas de R. Se denota A+B = {a+b | (a,b) € A x B}.

1. Demostrar que supA + sup B es una cota superior de A + B.

2. Demostrar que sup(A + B) = supA + supB.
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Indicacidén V¥ Solucién Vv Vidéo N [000476]

Ejercicio 1517
Sean A y B dos partes acotadas de R. Analizar si cada enunciado es Verdadero o falso.

1.A C B= supA < supB, 2.A C B= infA < infB, 3. sup(AUB) = max(supA,supB),

4. sup(A+B) < supA +supB, 5.sup(—A) = —infA, 6. supA +infB < sup(A+ B).
Indicacidén V Solucién V Vidéo W [000477]
Ejercicio 1518

Dar la cota superior y el limite inferior (si existen) del conjunto :

n—l
D= ’f/neN* :
Yl+ﬁ

(Este conjunto admite un maximo, un minimo ? [000478]

Ejercicio 1519
Seann € N*y a; < ay < -+ < a,, n nimeros reales. Calcular :

n
inf —aj.
2

[000479]
Ejercicio 1520
Sea f: R — R, f(x) = x> — 3x. Trazar las grificas de funciones f,|f]|, fi,f_, donde : f, = max(f,0),f =
min(f,0). [000480]
Ejercicio 1521

Si a = supA, demostrar que existe una sucesion de elementos de A que converge a a. Analizar el reciproco.
[000481]

Ejercicio 1522
SeaA=QnN]0,1[y a,b € RT. Se considera las aplicaciones siguientes de A en R™ :

— b
P 4P, AN AL
q q+p q p+q
A).

Determinar la cota superior y la cota inferior de f(A) y de g( [000482]

Ejercicio 1523

2
Sea A el conjunto de nimeros reales que se pueden escribir x = %, para p y g enteros verificando
q

0<p<yqg.
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http://www.youtube.com/watch?v=72sAcDZMmL8
http://www.youtube.com/watch?v=HlWsIpnoVLI

1. Demostrar que A es minorada por —3 y mayorada por 2.

2. Determinar infA y supA (para la cota superior se puede tomar g = p + 1).

[000483]
Ejercicio 1524
Sea (uy)nen una sucesion acotada. Se establece A, = supu, y B, = igf u,. Demostrar que (A,),cn €8 una
n>p n>p
sucesion decreciente acotada y que (B,) ,cn €s una sucesion creciente acotada. Sea L = li_l;n Ayyl= lgn B),.
p—reo p—reo
1. En el caso particular en que u, = % cos 3¢, calcular L'y I.
2. Demostrar que :
Ve>0,dpeN, Vo p, u,>1—¢
Ve>0,VpeN, In=p, u, <l+e.
3. Interpretar estas propiedades. Indicar propiedades andlogas para L. Demostrarlas.
4. ;Qué se puede decir de (u,) siL=1?
[000484]
Ejercicio 1525
Sean x e y dos reales estrictamente positivos. Se define
x+y 2xy 1
A== §= oy 1 \ 5 (7 %)
Demostrar que a, g, h, g estan dispuestos en un orden independiente de x e y. [000485]
Ejercicio 1526
Sean A y B dos partes no vacias y acotadas de R.
1. Demostrar que A U B es acotada y que sup(A UB) = max(sup(A),sup(B)).
2. Enunciar un resultado andlogo para inf(A U B).
3. (Qué sucede conA N B?
[000486]

Ejercicio 1527 **IT

Sean A y B dos partes de R, no vacias y acotadas. Demostrar que supA, supB, sup(A + B), infA, inf B,
inf(A + B) existen y que se tiene sup(A + B) = supA + supB y inf(A + B) = infA + inf B. (A 4+ B denota el
conjunto de sumas de un elemento de A y de un elemento de B).

Solucidén V¥ [005210]

Ejercicio 1528 **

SeaA = {% +(=1)" ne N*}. Determinar supA y infA.
Solucion ¥ [005211]
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Ejercicio 1529 **IT

Sea A una parte no vacio y acotada de R. Demostrar que sup{|x —y|, (x,y) € A%} = supA — infA.
Solucidén ¥ [005212]

Ejercicio 1530 ***IT

Sean A y B dos partes no vacias y mayoradas en R. ;Qué se puede decir de sup(A N B), sup(AUB), sup(A +
B) y sup(AB) ? (A + B (resp. AB) designa el conjunto de sumas (resp. de productos) de un elemento de A y
de un elemento de B).

Solucién ¥ [005213]

50 120.03 Propiedades de los niimeros reales
51 120.04 Intervalo, densidad
52 120.99 Otro

Ejercicio 1531
Demostrar por induccidn sobre 1, que para todo n > 2 la implicacién

x>—1,x#0]= [(1+x)" > 1 +nx]

es verdadera. [000487]

Ejercicio 1532

n
Sean ay,...,a,, bi,...,b, € R, los a; no son todos nulos. Sea p(x) = ¥ (a; + xb;)*. Demostrar que el

i=1
discriminante de esta ecuacién de segundo grado es < 0. Deducir que :

. 2 1/2
(29 (e)”
i=1 i=1

n

Z a,-b,-

i=1

y que
n 1/2 . 1/2 " 1/2
Y@+b)y?) <(Ya| +(Xp)] .
i=1 i=1 i=1
[000488]

Ejercicio 1533
:Dos nimeros naturales distintos pueden verificar la relacién a” = b*? [000489]
Ejercicio 1534
Resolver la ecuacion v/41 + x+ v/41 — x = 4, x es un real positivo. [000490]
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Ejercicio 1535
Si ay b son reales positivos o nulos, demostrar que :

Va+Vb<2Va+b.

Indicacién V Solucidén ¥ [000491]
Ejercicio 1536
n
Seanx = (x1,...,%,) yy = (1,...,yn) € R". Se denota ||x||; = ¥ |xi| y [|x]|lc = max |x;|. Demostrar que en
i=1 n

los dos casos se tiene :
[lx+ Il < [lx[| + [|y]]-

[000492]

Ejercicio 1537
Para todo x € R se denota E(x) su parte entera y {x} su parte decimal.

1. Trazar las gréficas de funciones x — E(x) y x — {x}.
2. Demostrar las siguientes relaciones : E(x) +E(y) < E(x+Yy), E(x+n) = E(x) +n, paratodo n € Z,
E (%) = E(x), para todo n € N*.

3. Determinar limE(x) y lim{x}, cuando x — —1; y x — —1_. ;Estas funciones tienen un limite
cuando x — —17?

[000493]
Ejercicio 1538
Para todo x,y € Ry A > 0 demostrar que :
2
2xy < T 2.
A
[000494]
Ejercicio 1539
Sean dos nuimeros reales a y b verificando : —1 <a <4y —3 < b < —1. Dar un encuadramientode a — b y
de a/b. [000495]
Ejercicio 1540

Se denota E(x) la parte entera de un real x.
1. Demostrar que V (x,y) € R? E(x) +E(y) < E(x+y) S E(x)+E(y) + 1.
2. Calcular E(x) + E(—x), parax € R.

E(nx))i

3. Demostrar que Vn € N*y Vx € R, E(x) = E(
n
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[000496]

Ejercicio 1541
Sea f: R — R tal que ¥ (x,y) € R?, f(x+y) = f(x) + f(v). Demostrar que

1.VneN, f(n)=n-f(1). 2.VneZ, f(n)=n-f(1).

3.VqeQ, f(q) =q- f(1). 4.¥xeR, f(x) =x-f(1) si f es creciente.
Indicacion V¥ Solucion V¥ Vidéo N [000497]

Ejercicio 1542

n n
Sean n € N*, y (x1,x2,...,x,) € R" tales que ¥ x; = ¥ x? = n. Demostrar que Vi € {1,...,n}, x; = 1.

v =
i=1 i=1

[000498]

Ejercicio 1543

Seann € N*, y (x1,x2,...,x,) € [0,1]", demostrar que :
n n

dsTT(1—x) =2 1— Y x;. [000499]
i=1 i=1

Ejercicio 1544
Sea A una parte de R verificando : A # &, Vx € A, 3¢, >0, |x—&,x+&[CA,VxeR: (Ve>0, |x—e,x+

€[NA # &) = x € A. Demostrar que A = R. [000500]
Ejercicio 1545
n—1 k
Demostrar : Vn > 1, Vx € R, Z E (x—l— 7> = E(nx). [000501]
k=0 n
Ejercicio 1546
Sean A y B dos partes densas de R, ;AB y A+ B son densas ? Estudiar el reciproco. [000502]
Ejercicio 1547
Demostrar que : Vn € N*, E(y/n++v/n+1) =E(y/4n+2). [000503]

Ejercicio 1548 Morfismos de R
Sea f : R — R un morfismo de cuerpos.

1. Demostrar que : Vx € Q, f(x) =x.
2. Demostrar que f es una aplicacidn creciente.
3. Deducir que f = Idg.

[003061]

Ejercicio 1549 Partes densas

283


http://www.youtube.com/watch?v=TLQnc9s8vkc

Sea A C R verificando :
{VxE]R, JabeAtalquea<x<b

VabeA, 44l el

Demostrar que A es denso en R. [003062]

Ejercicio 1550 Partes densas

Sea A un subanillo de R. Demostrar que A es denso en R si y solo si AN]0, 1[# @. [003063]

Ejercicio 1551 Subgrupos de R
Sea H un subgrupo aditivo de R, H # {0}. Sea H™ = H NR**, y a = inf(H™™).
1. Si a € H™™*, demostrar que H = QZ.

2. Si a ¢ H™, demostrar que oc = 0 y deducir que H es denso en R.

[003064]
Ejercicio 1552 Parte entera
1. Seana € Z y b € N*. Demostrar que : [%} + {a—gl} + 4 {‘H_}Z_l =a
2. Sean a € Ry b € N*. Demostrar que : [% + a"};l} +oee [a—i—lg—]} = [d]
Solucién ¥ [003065]

Ejercicio 1553 **I Medias aritmética, geométrica y armdnica

Sean x e y dos reales tales que 0 < x < y. Se define m = )% (media aritmética), g = ,/xy (media geométrica)
y % = %(% + %) (media arménica). Demostrar que x <h < g <m < y.
Solucién ¥ [005146]

Ejercicio 1554 ***

Sean a, b y c tres reales positivos. Demostrar que al menos uno de los tres reales a(1 —b), b(1 —c¢), ¢(1 —a)
es inferior o igual a 7.
Solucién V [005151]

Ejercicio 1555 **]

1. Demostrar que : Vx € R, E(x+1) =E(x)+ 1.
2. Demostrar que : V(x,y) € R?, E(x) +E(y) < E(x+y)
3. Demostrar que : V(x,y) € R?, E(x) + E(y) + E(x+y) < E(2x) + E(2y).

Solucidn V¥ [005152]

Ejercicio 1556 **I

Todo entero natural no nulo # se escribe de manera tnica en la forma

n=ag+10a; +---+10"a,,

284



donde p es un entero natural y los a; son enteros elementos de {0,...,9}, a, es no nulo. Determinar p en
funcién de n.
Solucién ¥ [005153]

Ejercicio 1557 **]

Sean 7 un entero natural y x un real positivo.

1. ¢(Cudantos enteros naturales hay entre 1 yn?, jentre 1 y x?
2. (Cudntos enteros naturales hay entre 0 y n?, ;entre 0 y x ?

3. (Cuéntos nimeros naturales pares hay entre 0 y x ? ;Cudntos nimeros naturales impares hay entre 0
yx?

4. ;Cuéntos multiplos de 3 hay entre 0 y x?

5. ¢(Cudntos pares de soluciones tiene la ecuacién x+ 2y = n, dados n niimeros naturales y x e y nimeros
naturales desconocidos ?

6. (De cudntas maneras se puede pagar 10 euros con monedas de 10 y 20 céntimos de euro ?

7. (***) (Cudntos pares de soluciones tiene la ecuacién 2x + 3y = n, dados n nimeros naturalesy x e y
numeros naturales desconocidos ?

Solucidén V¥ [005155]

Ejercicio 1558 ****

n—1
Demostrar que : Vn € N, Vxe R, ¥ E(x+ %) = E(nx) (plantear la divisién euclidiana de E (nx) por n).
k=0

Solucidén ¥ [005156]
Ejercicio 1559 **

Demostrar que Vn € N*, Vx € R, E(E(’rzx)) = E(x).

Solucion ¥ [005159]

Ejercicio 1560 ***
Sean € N*y (x1,x2,...,x,) € [—1,1]" tales que x| +x3 + - - - +x, = 0. Demostrar que |x| +2x3 + - - - +nx,| <

2
n
E(%).
Solucidén V¥ [005160]

Ejercicio 1561 ** Identidad de CATALAN

2n—1 (_ 1 )k 2n 1
Demostrar que para todo entero natural no nulo n, Y, TET Yy %
k=0 k=n+1
Solucidén V [005215]

Ejercicio 1562 **I Desigualdades de CAUCHY-SCHWARZ y de MINKOWSKI

Sean ay,...,ay, by,...,b, nimeros reales.

n n n n
1. Considerando la funcién f: x+— ¥ (ax+xby)?, demostrar que | ¥ axby| </ ¥ aZ,/ ¥ b? (desi-
=1 k=1 k=1 k=1

gualdad de CAUCHY-SCHWARZ).
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n n n
2. Deducir la desigualdad de MINKOWSKI : \/): (a+b )2 <[ L a4+, ¥ b
k=1 k=1 k=1

(La desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ afirma que el producto punto de dos vectores es menor o
igual que el producto de sus normas y la desigualdad de MINKOWSKI es la desigualdad triangular).

Solucidén V¥ [005216]

Ejercicio 1563 **
Resolver en R la ecuacion \/x—|—2\/x— 1+ \/x— 2v/x—1=1.

Solucidén V¥ [005217]

Ejercicio 1564 **** Subgrupos de (R, +)

1. Demostrar que los subgrupos del grupo (R, +) son ya sea de la forma aZ, a real dado, ya sea densos
en R.
Indicacién : para G subgrupo dado de (R,+), no reducido a {0}, considerar a = Inf (GN]0; +oo[),
luego considerar ambos casos a =0y a > 0.
(Definicion : G es denso en Rsiy solosi: (VxeR, Ve >0, Iy e G/ [y—x| < €).

2. Aplicacién 1. Demostrar que {a+bv/2, (a,b) € Z*} es denso en R.

3. Aplicacién 2 (grupo de periodos de una funcién).

(a) Sea f una funcién definida en R, con valores en R. Demostrar que el conjunto de periodos de f
es un subgrupo de (R, +) (este subgrupo se reduce a {0} si f no es periddica).

(b) Demostrar que una funcién continua en R que admite 1 y /2 por periodos, es constante en R.

Solucién V [005218]

Ejercicio 1565 **

Demostrar que {r°, r € Q} es denso en R.
Solucidén ¥ [005219]

Ejercicio 1566
Sea x un real.

1. Dar el encuadre que defina la parte entera E (x).

E E(2 -+ E
2. Sea (up)nen+ la sucesion definida por u, = () +E( x)j + (nx)‘
n

n
Dar un encuadramiento simple de n” X u,, que utiliza ¥ k.
k=1

3. Deducir que (u,) converge y calcular su limite.

4. Deducir que Q es denso en R.

Indicacion V Solucién V Vidéo W [005982]
Ejercicio 1567
Sean a y b dos reales. Demostrar
2
a
M<Z+ﬁ
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Generalizar.
Indicacion V¥ Solucidén V¥ [007169]

Ejercicio 1568

Se consideran dos ntimeros reales positivos cuyo producto es 100. ;Su suma es un valor minimal y, en caso
afirmativo, cudl y en qué caso(s) ?

Indicacién V Solucidén ¥ [007170]

Ejercicio 1569

Sea n > 0 un entero. Se consideran n reales positivos cuyo producto es 1. ;Su suma es un valor minimal y,
en caso afirmativo, cudl(es) y en qué caso(s) ?

Indicacioén V¥ Solucidén V¥ [007171]

Ejercicio 1570

Una tienda vende dos juegos de tres cristales al mismo precio. El primer lote presenta tres cristales ctibicos
de lado a, b y c respectivamente. El segundo lote incluye tres cristales idénticos en forma de paralelepipedo
de dimensiones a x b X c. ;Qué lote es preferible de comprar ?

Indicaciéon V¥ Solucidén V¥ [007172]

Ejercicio 1571
Sean a, b y c de reales positivos. Demostrar que

—+—+—23
> 3.
bc ca ab
Indicacidén V Solucién V [007173]
Ejercicio 1572
Seanay,...,a, de reales estrictamente positivos y b1, ..., b, los mismos n reales pero numerados en un orden

diferente. Demostrar que

ay 4 +an S
J— o 7/]1‘
bl bn

Indicaciéon Vv Solucidén ¥V [007174]

Ejercicio 1573

Sean a,b € R*. Demostrar que

(14a*)(1+b*) > dab.

Indicacién V Solucidén V [007175]

Ejercicio 1574
Sean a,b,c € R’,.. Demostrar que

(azb +bPc+ Cza) (ab2 +bc? + caz) > 9a’b*c?.

Indicacion V¥ Solucién V [007176]
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Ejercicio 1575

Sean a y b dos reales positivos tales que a + b = 8. Determinar el valor minimo de

1 1
I+— )1+
(2 (+5)
y especificar para qué valores se alcanza.

Indicacidén V¥ Solucidn ¥ [007177]

Ejercicio 1576 Cauchy-Schwarz

Sean a, b, c y d cuatro reales. Demostrar que

(@ +b*)( +d?) > (ac+bd)>.

Indicacién V¥ Solucidén V¥ [007178]
Ejercicio 1577
Resolver en R la ecuacién |
X 2_~»_ -
294 xc =2 T
Indicacién V¥ Solucidén V¥ [007179]
Ejercicio 1578
Resolver el sistema
M+§:m
9 _
16
92+ 3 =17.
Indicacién V¥ Solucidén V¥ [007180]

Ejercicio 1579

Sean a y b dos reales positivos. Demostrar que
2a° +b° > 3a’b.

Indicaciéon Vv Solucidén ¥ [007181]

Ejercicio 1580

Sean a, b y c tres reales. Demostrar que
@+ +3 > a’b+be+cCa

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ [007182]

Ejercicio 1581
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Sean a, b y c tres reales. Demostrar que
at+br+ct > abc(a+b+c).

Indicaciéon V¥ Solucidén Vv [007183]

Ejercicio 1582

Sean a, b y c tres nimeros reales no nulos. Demostrar que

a b 2 b ¢ a

Indicacioén V¥ Solucidén V¥ [007184]

Ejercicio 1583

Sean a, b y ¢ de reales estrictamente positivos. Demostrar que

c a b
‘ +2>2
a b+c ¢

Indicaciéon Vv Solucidén ¥ [007185]

53 121.01 Convergencia

Ejercicio 1584

1. Dibujar las siguientes sucesiones :

n*—25 .
(@) u, = 1 (tomar 2 cm como unidad en Oy)
(b) u, =(—1)"

1 1 .
©) u, = . cosn Vn = |cosn (n en radianes)

(d) u, =cosn

@ wm=1lupy=2;u3=3;u4=—1;u,=2,paran > 5.

_ =
© 4= n?+1

(tomar 10 cm como unidad en Oy)
nmw
(g) u, = cos r3

(h) u, =sen

N

() up=n>+1

. 1
R S VNG

2. Clasificar los disefios por paquetes especificando los criterios.

(tomar 1 cm como unidad en Oy)

(paran > 2).

3. (Para cada sucesion, se puede encontrar [ y n tales que |u, —I| < % 0 ﬁ ? Expresar en relacion
con la clasificacién anterior.
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4. (Son las siguientes afirmaciones verdaderas o falsas ?
(a) Una sucesién con términos positivos que tiende a 0 es decreciente a partir de un cierto rango.

(b) Si una sucesion tiene un limite estrictamente positivo, todos sus términos son estrictamente po-
sitivos a partir de cierto rango. ;Reciproco ?

[000504]
Ejercicio 1585
Sea (u,)qen una sucesion de R. ;Qué sucede con las siguientes proposiciones : ?
e Si (uy), converge a un real ¢, entonces (u2,), ¥ (U2n+1)n convergente hacia .
® Si (u2,)n ¥ (t2n+1)n sON convergentes, pasa lo mismo con (uy, ).
® Si (u2y)n y (t2n+1)n son convergentes, de mismo limite ¢, pasa lo mismo con (uy,),,.
Indicacién ¥ Solucién V Vidéo W [000505]
Ejercicio 1586
Verdadero o falso : existe una sucesion (u,) tal que (4,41 — u,) tiende a 0 y que diverge. [000512]
Ejercicio 1587
n
Enmarcar la sucesién (u,) definida por u, = Y Pl (Qué se puede deducir? [000513]
k=17
Ejercicio 1588
1. {Qué se puede decir de una sucesién que verifica lim nu, =07?
n—yoeo
2. (Qué se puede decir de una sucesion que verifica lim nu,, = 1?
n—yeo
3. (Qué se puede decir de una sucesion que verifica lim nu, = +oo?
n—soo
[000514]

Ejercicio 1589

Dado k € R, ;Qué se puede decir de una sucesion (u,) que verifica lim “Z—:‘ = k? Aplicacion : Estudiar

n—yoeo

_ 1-2---n
Un =14 Bn-2)" [000515]
Ejercicio 1590
Demostrar que una parte D es densa en R si y solo si todo nimero real es un limite de una sucesién de
puntos de D. [000516]
Ejercicio 1591

Sea A una parte acotada de R y x un real.

1. Demostrar que x = sup(A) si y solo si (x mayora A y existe una sucesion (x,),cn de A que converge
ax).

2. Enunciar un resultado andlogo para inf(A).
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[000517]

Ejercicio 1592
Estudiar la convergencia de las sucesiones :

nsen(n)
dvn?+n+1—+/n — +(=1)" n — Y cos )
\/> n?+1 ( ) k=1 n?+k I’lkg() (\/n—|—k)
Solucidén ¥ [000518]
Ejercicio 1593
Demostrar que una sucesién convergente de enteros es constante a partir de cierto rango.
Indicacién ¥ Solucién ¥ Vidéo W [000519]
Ejercicio 1594
1 1
SeaH, =14+ -4+ —.
2 n
1 1
1. Usando una integral, demostrar que para todo n >0 : i <In(n+1)—In(n) < —.
n n

2. Deducir que In(n+1) < H, < In(n) + 1.

3. Determinar el limite de H,,.

4. Demostrar que u, = H, —In(n) es decreciente y positiva.

5. (Conclusién ?
Indicacién ¥ Solucién V Vidéo W [000520]
Ejercicio 1595

Demostrar que una sucesién mondétona de la que converge una sucesion extraida es convergente.  [000521]

Ejercicio 1596
Demostrar que (u,,) converge si'y solo si (uz,), (u2,+1), (u3,) convergen (sus limites no necesariamente son
iguales). [000522]
Ejercicio 1597
. . ., Lt
Estudiar la convergencia de la sucesion u, = (—1) . [000523]
n
Ejercicio 1598
. 2nm
Sea g un entero al menos igual a 2. Para todo n € N, se establece u,, = cos —.
q

1. Demostrar que ;4 = uy, para todo n € N.

2. Calcular u,g y upg+1. Deducir que la sucesion (u,) no tiene limite.
Indicacién ¥ Solucidn V¥ Vidéo W [000524]
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Ejercicio 1599

Sea (up)nen una sucesion real tomando todos los valores racionales. Demostrar que (u,),eny no admite

limite. [000525]

Ejercicio 1600

Sea (u,)nen una sucesion real tal que lim u2 = 2. ;Qué se puede decir de (1) nen ? [0005261
n—oo

Ejercicio 1601

1. Dar un ejemplo de una sucesién mayorada divergente, luego de una sucesién divergente tal que
VkeN, lim (x,1x —x,) = 0.
n—soo

2. Dar un ejemplo de una sucesion divergente que tenga un solo valor adherente (i.e. tal que solo existe
una extraccion (sub-sucesion) ¢ tal que x4 (,) converge).

3. Dar un ejemplo de sucesion (x,),cn divergente tal que Vk > 2, (X )en converge.

[000527]
Ejercicio 1602
(Qué se puede decir de los nimeros reales a 'y b si
. 1 1
VneN", a——<b<a+-?
n n
[000528]
Ejercicio 1603
Estudiar la sucesion (u,) definida por :
0 si n es primo,

67+ 1/n  sino.

Si esta sucesién converge, demostrar que su limite es inferior a 72. Estudiar la convergencia de esta sucesion.
[000529]

Ejercicio 1604
Se da la siguiente sucesion (u,) definida por :

uj :\@ y up= \/2_Mn71-

Estudiando las sucesiones (u2,) y (#2,+1), demostrar que la sucesion (u,) es convergente. [000530]

Ejercicio 1605

1. Sean (uy), (vn), (wy) tres sucesiones tales que para n suficientemente grande se tiene v, < u, < wy,.
Se supone que (v,,) y (wy,) son convergentes, y se denota v = limv, y w = limw,,. Demostrar que para
todo € positivo, se tiene v — € < u, < w+ €, para n bastante grande (teorema de encuadre). | Qué se
puede deducir siv=w?
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2. Sea (u,) una sucesion convergente de limite /. Demostrar que la sucesion

_urtupt
n

Vn

es convergente y tiene un limite /. Para esto, encuadrar u, a € cercano para n bastante grande, y
deducir un encuadramiento de v,,.

[000531]
Ejercicio 1606
Sea & un niimero irracional positivo y (p,) y (¢.) dos sucesiones de elementos de N* tales que o = lim 22
n—oo N
Demostrar que
lim g, = lim p,, = +oo.
n—oo n—oo
[000532]
Ejercicio 1607
Estudiar la sucesion u, =In(14+In(2+1In(3+---+1In(n—1+1nn)---))). [000533]
Ejercicio 1608
Demostrar que para n > 1, la ecuacién x" +x" ! +x> +x — "nil = 0 admite una tnica raiz positiva, que se
denota u,. Estudiar la sucesion (uy). [000534]
Ejercicio 1609

Un borracho sale en un momento dado de un punto dado. A cada segundo, da un paso en una direccién
desconocida (y que puede cambiar, arbitrariamente a cada paso). Como se cansa, sus pasos son cada vez
mads cortos. ;Se puede predecir que luego de cierto tiempo permanecerd a menos de un metro de cierta
posicion si admitimos que la longitud de su n-ésima paso es :

1. 1/n metro? 2. 1/n? metro?
[000535]
Ejercicio 1610
il T
Sean (up)n>2 definida por u, = kI—IQCOS(zk) YV = unsm(?).
1. Demostrar que (u,),>2 es convergente.
2. Demostrar que (v;,),>2 es una sucesién geométrica. Deducir el limite de (u,),>2.
[001193]

Ejercicio 1611

Sea (up)nen una sucesién acotada de niimeros reales tal que lim (4,11 — u,) = 0. Demostrar que los valores
n—oo

de adherencia de la sucesion (u,),cn forman un intervalo de R. [001194]
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Ejercicio 1612
Se define por induccién las sucesiones (#,)nen Y (Vi)nen por :
(”n)2 (Vn)2

up=1,v0=2, py1=—"—, vpy1 = .
Up +Vn Up +Vn

1. Demostrar por induccién que se tiene u,, > 0y v, > 0.

2. Demostrar que las sucesiones (u,),en ¥ (Vn)nen decrecen. Deducir que convergente hacia £y ¢/
respectivamente. Demostrar que se tiene £¢' = 0.

3. Demostrar que la sucesion (v, — uy,),en €s constante. Deducir £y ¢'.

[001195]
Ejercicio 1613
. , Up+ vy
Sean (uy)nen Y (Vn)nen dos sucesiones de nimeros reales tales que 0 < u; < Vi y Upi1 = /UnVy ¥ Va1 = —
Demostrar que convergen al mismo limite. [001196]

Ejercicio 1614

1. Sea (u,)nen una sucesion de nimeros reales no nulos que convergen a un limite ¢ diferente de cero.

} 1
Demostrar que la sucesion (— ),en converge a 7
Un
2. Sea (uy)nen una sucesion de nimeros reales positivos que convergen en un limite ¢ diferente de cero.

Demostrar que la sucesién (« /u,,)n cy converge a V2.

[001197]

Ejercicio 1615

1. Sea (uy)nen una sucesion de nimeros reales tal que las sucesiones extraidas (u2,)nen Y (42141 )neN
convergente al mismo limite ¢. Demostrar que (u,),cn converge también a /.

n (—1)k

2. Deducir que la sucesion (u,),en de término general u, = kzb 20! converge.
) [001198]
Ejercicio 1616
Sea (up)nen una sucesion de nimeros reales y v, = Uit —,: iy , donde n € N*,
1. Demostrar que si (uy),>; converge a ¢, entonces (v,),>1 converge a {. ;El reciproco es verdadero ?
2. Calcular lim i k—i_il
n—teo = 2nk +k

. . . a
3. Sea (ay),>0 una sucesién tal que lim (a,.1 —a,) = £. Demostrar que lim — = /.
n—s—+oo n—+o n

., . .. . Up+1 .
4. Sea (u,)n>1 una sucesion estrictamente positiva tal que lim —-— = ¢. Demostrar que lim (u,)"/" = ¢.
n—+eo Yy n—s—+o0
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[001199]

Ejercicio 1617
n
1
Para todo n € N* se denota u,, = Z — y v, = u, +——. Se recuerda que e = lim u,,.
= k! nln n—yeo
1. Demostrar que las sucesiones (u,),>1 y (vn)n>1 son adyacentes. Deducir un valor aproximado de e
1
* 1000°

2. Demostrar que e es irracional.

[001200]

Ejercicio 1618
Una sucesion (u,),cn se dice de Cauchy cuando, para todo € > 0 existe N € N tal que, si m,n > N, entonces
|ty — um| < €.

1. Demostrar que toda sucesion convergente es de Cauchy. Demostrar que toda sucesién de Cauchy es
acotada.
1 1 p+2 . .
2. Seau, =1+ 2 4+ ---4+ —. Demostrar que, para todo p € N, up»r > — Deducir que (uy)nen tiende
n
a infinito.

3. Una sucesién (u,)qen satisface el criterio ¢” cuando, para todo € > 0 existe N € N tal que, sin > N,
entonces |u, — u,+1| < €. ;Una sucesion que satisface el criterio ¢” es de Cauchy ?

4. Demostrar que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes :

(a) Toda parte mayorada de R admite una cota superior y toda parte minorada de R tiene una cota
inferior.

(b) Toda sucesién de Cauchy es convergente.

(c) Dos sucesiones adyacentes son convergentes.

[001201]
Ejercicio 1619 Limite de la parte entera de una sucesion
Sea (uy) una sucesion real que converge a ¢ € R. ;La sucesion ([u,]) es convergente ? [004668]
Ejercicio 1620 Limites dobles diferentes
Comparar lim [ lim —2* lim ( lim —2" [004669]
p N—yoo \ k—yoo (n+1)k yk%oo n—seo (n+1)k '

Ejercicio 1621 Sucesiones convergentes a 0

—— 0. Demostrar que u,, —

1. Sea (uy) una sucesi6n real tal que ; U
+un Nn—oco n—o0

Un

: p)
2. La misma pregunta para { | +u; n—e
(u,) es acotada.
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[004670]

Ejercicio 1622 u,v, — 1

u
Sean (u,) y (v,) dos sucesiones verificando : S < (Qué se puede decir de estas sucesiones ?

[004671]

Ejercicio 1623 Serie alternada

96 % (—1)" o
m—3)2n—-1)2n+ D(@n+3)(2n+3) ) "~ ,EO U

Se establece u,, = (

1. Estudiar las sucesiones (v2,) y (v2n+1) ¥ demostrar que la sucesion (v,) es convergente.

2. Calcular £ = lim v, a 107 cerca.
n—soo

Solucidén V [004672]

Ejercicio 1624 Crecimiento comparado

Demostrar que el conjunto de enteros n tales que < (4n)! es finito. [004673]

Ejercicio 1625 Limite de n'/"

Demostrar, sin utilizar la funcién In, que {/n —— 1. Determinar lim vn!. [004674]
n—oo n—oo

Ejercicio 1626 Crecimiento logaritmico comparado

Sean (ay), (b,) dos sucesiones estrictamente positivas tales que : Vn € N, ag—:l < brt1 | pemostrar que si

by
b, —— 0, entonces a, — 0. [004675]
n—soo n—soo
Ejercicio 1627 Suma de partes enteras
Sea x € R. Determinar lim 212 to ]
n—soo
Solucidén V¥ " [004676]

Ejercicio 1628 Divergencia de cos(nt) y sen(nt)

Sea 6 € R. Demostrar que si 6 # 0 (mod ), las sucesiones (cos(n6)) y (sen(n0)) ambos son divergentes
(demostrar que si una converge, entonces la otra también, luego se obtiene una contradiccién). [004677]

Ejercicio 1629 Suma de los 1/k'/?

— i BTN
Seau,,—l—l—\@—i- +\/,;'

1. Determinar lim (up, — u,), luego lim u,,.
n—ro0 n—yoo

2. Comparar 2%/];, Vk+1—+vk, y Vk—/k— 1. Deducir que la sucesién (u,, - 2\/13) es convergente.
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[004678]

Ejercicio 1630 Limite de (1+ 1/n)"

1. Seau, = &+%++%
(a) Demostrar que la sucesion (u,) es convergente.

(b) Calcular el nimero e = lim u, a 10~/ cerca.

n—yoo
1 1/n
2. Se denota v, = (1 + ﬁ> .
(a) Desarrollar v,, y demostrar que v, < e.
p
(b) Sefija p € Ny & > 0. Demostrar que para n suficientemente grande, v, > kgo % —&.
(¢) ¢(Qué se puede deducir?

[004679]

Ejercicio 1631 Estudio de C5, /4"

I x3x5%x---x(2n—1)
2X4X6x---x(2n)

1. Expresar u,, usando factoriales.

Se establece u,, =

2. Demostrar que la sucesion (u,) es convergente.

3. Seav, = (n+ 1)u?. Demostrar que la sucesién (v,) converge. ;Qué se puede deducir para lim u, ?
n—yoo

4. Se denota o = lim v,,. Estudiando la sucesién (nu?), demostrar que & > 0.

n—yoo

Solucidén V [004680]

Ejercicio 1632 Sucesién a”"/[](1+ ")

an

(1+a)(1+d)...(1+a")’
Solucidén V [004681]

Sea a € C\ U. Estudiar la sucesién de término general : u, =

Ejercicio 1633 Lema de Césaro

Sea (uy) una sucesion real. Se define v, = w

1. Demostrar que si v, — 0, entonces v, — 0.
n—yoeo n—yeo

2. Demostrar que si u, —> /, entonces v, — £. ({ € R)
n—oo n—yo0

3. Dar un ejemplo donde (v,) converge pero (u,) diverge.

[004682]

Ejercicio 1634 Lema de Césaro

1. Sea (b,) una sucesion real estrictamente creciente que tiende a +eo, y (a,) una sucesion real tal que :
LZ’H —— £ € R. Demostrar que %2 —— /.
n " Un—1 n—oo bn n—yoo0

297



k k k
2. Aplicacién : ¢Cudl es el limite de W (keN)?

[004683]

Ejercicio 1635 Césaro generalizado
n
Sea (u,) una sucesion real convergente, y S, = % Y. Ciu,. Estudiar la sucesion (S,).
p=0
Solucidén ¥ [004684]
Ejercicio 1636 Producto Cauchy
Sean (ay,), (b,) dos sucesiones que convergen a a,b. Demostrar que aob""’_albzi—fm"’_a”bo ab.
n—oo

[004685]

Ejercicio 1637 x, —ax,_ 1 — 0

Sea (x,) una sucesién real y a €10, 1[. Se define yo = xo, y, = x, — Qx,— para n > 1. Demostrar que :

(Xn 2 )< (n U )- [004686]
n—oo n—yoo

Ejercicio 1638 x, +x;,/2 — 1

Sea (x,) una sucesion acotada tal que x, + % —— 1. Demostrar que x,, — % [004687]

n—soo n—soo

Ejercicio 1639 Aproximacién de un irracional

Seax € R* y (r,) una sucesion de racionales que convergen a x. Se escribe r, = %, con p, € Z, g, € N*.
1. Demostrar que si una de las sucesiones (p,), (¢,) es acotada, entonces la otra también, y x € Q.
2. Deducir que si x € R\ Q, entonces |p,| — +ooy g, — +oo.
n—oo n—oo

[004688]

Ejercicio 1640 Suma de los digitos de n

Para n € N*, se denota S(n) la suma de los digitos de la escritura decimal de n.

1. Encuadrar S(n+ 1) en funcién de S(n). Inferir que la sucesion <S(g(;|1—)l)) es acotada.

S(n+1)
S(n)
3. (La sucesién <S(g(:)l)> es convergente ?

tal que n € N*}, y sup{S(g(:)l) tal que n € N*}.

2. Determinar inf {

Solucidén Vv [004689]

Ejercicio 1641 Ecuacién x"4+x""'+...+x—1=0

Se considera la ecuacién : X" +x""! +-.. 4+ x—1=0.
1. Demostrar que existe una Unica raiz positiva, a,,.
2. Demostrar que la sucesion (a,) es decreciente.

3. Demostrar que a, — % (calcular ! —1).
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[004690]

Ejercicio 1642 Sucesion que tiene un solo valor de adherencia

Sea (u,) una sucesion real. Se llama valor de adherencia todo limite de una sub-sucesién convergente
extraida de (uy).

1. ¢Cuales son los valores de adherencia de una sucesién convergente ?
2. (Cudles son los valores de adherencia de la sucesién (cos(nm/3))?

3. Demostrar que si la sucesion (u,) es acotada y diverge, ella tiene al menos dos valores de adherencia.

[004691]
Ejercicio 1643 Limites superior e inferior
. =sup{x,talque p > n
Sea (x,) una sucesion acotada de reales. Se establece : on . pix, tal que p > n}
zn = inf{x, tal que p > n}.
1. Demostrar que las sucesiones (y,) y (z,) convergente.
2. Demostrar que (x,) converge si y solo si (y,) y (z,) tienen el mismo limite.
[004692]
Ejercicio 1644 Convergencia hacia 0 y monotonia
Sea (x,) una sucesion de nimeros reales estrictamente positivos que convergen a 0.
1. Demostrar que existe una infinidad de indices n tales que x, = max (X, Xp+1,Xn+2, .. ).
2. Demostrar que existe una infinidad de indices n tales que x,, = min(xg, Xy, . ..,X;).
Solucién ¥ [004693]

Ejercicio 1645 Convergencia hacia 0 y monotonia

Sea (u,) una sucesién de nimeros reales estrictamente positivos que convergen a 0. Demostrar que existe
una biyeccién 6 : N — N tal que la sucesion (u(,)) converge a 0 en forma descendente. [004694]

Ejercicio 1646 Funcién N — N inyectiva

Sea f : N — N inyectiva. Demostrar que f(n) — +oo. [004695]
n—soo

Ejercicio 1647 Funcién N — N inyectiva

Sea f : N — N inyectiva. Demostrar que % + % +-t L;’) — o0,
Solucidén ¥ " [004696]

Ejercicio 1648 Radicales iterados

Seau, = \/n+vVn—1+---++/1.
1. Demostrar que la sucesion ( Up ) es acotada.

N
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2. Determinar lim <”">

n—soo \/;l
3. Determinar lim (u, —/n).
n—yoo
Solucién V [004697]

Ejercicio 1649 Ensae MP* 2000

Sea (a,) una sucesién de ndmeros reales mayores o iguales que 1 tal que para todo n,m, a,m < a,a,. Sea
b, = ln,f'”. Demostrar que (b,,) converge a inf{b, |n € N*}.

Solucién ¥ [004698]

Ejercicio 1650 Polytechnique MP* 2000

Sea h creciente de R™ en R*, tendiendo a 40 en oo, y tal que h(x+ 1) — i(x) tiende a 0 en 4-oo. Sea V el
conjunto de valores de adherencia de la sucesién de término general e”(") Demostrar que V es exactamente
el circulo trigonométrico (i.e. {z € C, |z| = 1}).

Solucién V [004699]

Ejercicio 1651 u2 + u, —u, 1 — 0 (X MP* 2000)

Sea u, una sucesion real acotada. Se supone que uﬁ 4+ up — upr1 — 0. Demostrar que u,, — 0.
n—oo
Solucidén V¥ [004700]

Ejercicio 1652 Punto fijo (Ensae MP* 2003)

Sea una funcion continua f de R en R y xo € R. Se define (x,),en por la relacion de recurrencia : x,+1 = f(x,).
Demostrar que si la sucesion (x,,) admite un tnico valor adherente entonces es convergente.
Solucidén ¥ [004701]

Ejercicio 1653 Sucesion recurrente

Sea up € N* y (u,) la sucesion definida por la relacion de recurrencia : u, | = u,zl + 1. Demostrar que existe
a € R tal que u,, = [a*'], para todo n, donde | | representa la parte entera.
Solucidén V¥ [004702]

Ejercicio 1654 ***

Sea (uy)nen una sucesion real. Demostrar que si la sucesion (u,),cn converge en el sentido de CESARO y
es mondétona, entonces la sucesion (u,),cn converge.
Solucidén V¥ [005221]

Ejercicio 1655 **IT

n
Para n entero natural no nulo, se establece H,, = Y, % (serie armonica).
k=1

1. Demostrar que : Vn € N*, In(n+1) < H, < 1+1In(n) y deducir hIJIrl H,.
n—s—oo

2. Para n entero natural no nulo, se establece u, = H, —In(n) y v, = H, — In(n+ 1). Demostrar que las
sucesiones (u,) y (v,) convergen a un real y € [%, 1} (v es llamada constante de EULER). Dar un

valor aproximado de y a 1072 cerca.
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Solucidén V¥ [005222]

Ejercicio 1656 ***

Sean a y b dos reales tales que 0 < a < b. Se define uy = a y vy = b, para n entero natural dado, u, | = “= ; Vn
Y Vi1 = \/Un+1Vn. Demostrar que las sucesiones (u,) y (v,) son adyacentes y su limite comiin es igual a
a
b sen(arccos(g))
a
arccos(;)
Solucidon ¥ [005225]

Ejercicio 1657 **
Limite cuando 7 tiende a +oo de

. | £+ 37)
], senn 2 (1+4)" 3.0 4, :
" E((-37))
2
y i
5. Vn?, 6. vVn+1—/n, 7.0 8. ] 2+/*
n k=1
Solucién ¥ [005226]
Ejercicio 1658 **
Estudiar la sucesion (u,) definida por vn+1—/n= m
Solucién ¥ " [005227]

Ejercicio 1659 ***

Sea u una sucesién compleja y v la sucesién definida por v, = |u,|. Se supone que la sucesién ({/v,) converge
a un real positivo /. Demostrar que si 0 < ¢ < 1, la sucesion (u,) converge a 0y si £ > 1, la sucesion (vy)
tiende a 4. Demostrar que si £ = 1, todo es posible.

Solucidén ¥ [005232]

Ejercicio 1660 ***

1. Sea u una sucesion de nimeros reales estrictamente positivos. Demostrar que si la sucesion (u"+1 )
converge a un real ¢, entonces ( {/u,) converge y tiene el mismo limite.

2. Estudiar el reciproco.

3. Aplicacién : Determinar los limites de

1. /ey 2. 3. L/l

Solucidén V¥ [005233]

=

Ejercicio 1661 *

Sean u y v dos sucesiones de reales de [0, 1] tales que lirE uyv, = 1. Demostrar que (u,) y (v,) convergente
n—r—~oo

hacia 1.
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Solucidén V¥ [005234]

Ejercicio 1662 **

Demostrar que si las sucesiones (u2) y (u)) convergente entonces (u,) converge.
Solucién ¥ [005235]

Ejercicio 1663 ***T

. . 1 n 1 n+1
Estudiar las dos sucesiones u,, = (1 + ﬁ> VoV, = (1 + ﬁ> .
Solucidén V¥ [005236]

Ejercicio 1664 **T

n
Estudiar las dos sucesiones u,, = Y, % Y Vp = Up+ %
=0 n.n:

Solucidén Vv [005237]

Ejercicio 1665

n n
Estudiar las dos sucesiones u,, = ( Yy 1> —2vn+lyv, = < Yy 1> —2y/n.
k=1 Vk =1 Vk

Solucidén V¥ [005238]

Ejercicio 1666 ***

Demostrar que, paran > 2,

COS<2n>—1\/2+\/ﬁ(n—lradlcales)ysen(ln>_1\/2 V24t v2, -1

radicales).
Deducir lim 2" \/ 2—\/2+---+/2, (nradicales).
n—s—+oo
Solucidén V¥ [005241]

Ejercicio 1667 ***

1. Demostrar que para x real estrictamente positivo, se tiene : In(1 +x) < x < (14x)In(1+x).

n k n k+1
2. Demostrar que k[[} (1 + %) <e' < kI:[1 (1 + %) y deducir el limite cuando » tiende a +oo de
Vn!
Tl

Solucién V [005242]

Ejercicio 1668 **

Dar un ejemplo de sucesion (u,) divergente, tal que Vk € N*\ {1}, la sucesion (uy,) converge.
Solucién ¥ [005244]

Ejercicio 1669 ***I

Sea f una aplicacion inyectiva de N en N. Demostrar que lirJrrl f(n) = +oo.
n—s—oo
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Solucidén V¥ [005245]

Ejercicio 1670 ****]

Estudiar de las sucesiones (u,) = (cosna) y (v,) = (senna), donde a es un real dado.

1. Demostrar que si ﬁ es racional, las sucesiones u y v son periddicas y demostrar en este caso que
(u) y (vn) convergente si y solo si a € 2nZ.

2. Se supone en esta pregunta que % es irracional.
(a) Demostrar que (u,) converge si y solo si (v,) converge.

(b) Usando diferentes férmulas trigonométricas que proporcionen relaciones entre u, y v,, demostrar
por reduccion al absurdo que (u,) y (v,) son divergentes.

3. Siempre se supone que ~= es irracional. Se quiere demostrar que el conjunto de valores de la suce-
sién (u,) (o (vy)) es denso en [—1,1], es decir que Vx € [—1,1], Ve >0, In € N/ |u, —x| < € (e
igualmente para v).

(a) Demostrar que el problema se reduce a demostrar que {na+2km, n € N y k € Z} es denso en
R.

(b) Demostrar que E = {na+2kn, n € N y k € Z} es denso en R (por reduccién al absurdo se
supone que inf(E NRY ) > 0, para deducir que % e Q.

(c) Concluir.

Solucidén V¥ [005247]

Ejercicio 1671 **I

Sea (u,) una sucesién real no mayorada. Demostrar que existe una sucesion extraida de (u,) tendiendo a
oo.

Solucién V [005250]

Ejercicio 1672 ***

Sea (u,) una sucesion de reales elementos de |0, 1] tal que Vn € N, (1 — up)up+1 > % Demostrar que (uy,)

converge a % .

Solucidén Vv [005251]

Ejercicio 1673 ****]

1. Sean p un entero natural y @ un real. Dar el desarrollo de (cosa + isena)?’*!, luego eligiendo cui-

P P
dadosamente a, determinar ¥ cotan® 5 Iff_ T- Deducir entonces Y, S S—

k=1 k=1 gen

n
2. Para n entero natural no nulo, se establece u, = Y klz Demostrar que la sucesion (i, ),cn+ converge
k=1
1

=
I

3. Demostrar que para todo real x de ]0, % [, se tiene cotanx < ¢ <

1
(para mayorar u,, se observa que 2 <

1
senx-

4. Deducir un encuadramiento de u,, luego el limite de (uy,).
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Solucidén V¥ [005316]

Ejercicio 1674 **
Determinar los limites cuando »n tiende a +oo de

1 /! oyt T psen
l)un:—/ arcsen” x dx, 2)/ Y dx 3)/ MY .
n!Jo o 1+x 0 x+n

Solucidén V¥ [005459]

54 121.02 Sucesion definida por una relacion de recurrencia

Ejercicio 1675

Sea (uy) la sucesion real definida por induccién poniendo ug = 1y up1 = /1 +u, sin € N*.

1. Demostrar que (u,) es creciente y acotada superiormente.

2. Demostrar que (u,) converge al niimero real positivo £ que verifica /> — ¢ —1 = 0 y calcular .

[000536]
Ejercicio 1676
Estudiar la sucesion (u,) definida por
Upy1 = %un(uﬁ —3u,+4),Vn>0.
[000537]
Ejercicio 1677
Estudiar las sucesiones :
1. up=0y uyt1 = Vi, +2.
2. up €ERy Uy :un—u,%.
[000538]

Ejercicio 1678
Se considera la funcién f : R — R definida por

y se define la sucesion (x;),>0 por xo =0y x,+1 = f(x,), paran € N.
1. Demostrar que la ecuacién x* — 3x+ 1 = 0 tiene una solucién tnica o €]0,1/2].
2. Demostrar que la ecuacién f(x) = x es equivalente a la ecuacién x* — 3x+ 1 = 0 y deducir que o es
la dnica solucién de la ecuacion f(x) = x en el intervalo [0, %}

3. Demostrar que la funcién f es creciente en Rt y que f(R*) C R*. Deducir que la sucesién (x,) es
creciente.
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4. Demostrar que f(%) < % y deducir que 0 < x,, < %, para todo n > 0.

5. Demostrar que la sucesion (x,),>0 converge a o.

Indicacién V¥ Solucidén Vv Vidéo W

[000539]

Ejercicio 1679

Sea a € R. Se considera la sucesion (u,) definida por up =a 'y u,+ = e —2, paran > 0.

1. Estudiar esta sucesion si a = 0.
2. Estudiar esta sucesién si a = —10.
3. Estudiar esta sucesion si a = 3.

4. Generalizar discutiendo segtn el valor de a.

[000540]

Ejercicio 1680

3
. ., . u . .
Estudiar la sucesion definida por u,+1 = 1+ 16 en los siguientes casos :

1. ug = —4. 2. ug = —2. 3. ugp=2.

4. ug = 3.

[000541]

Ejercicio 1681

2
Estudiar la sucesion (u,) definida por up =0y w41 = M

[000542]

Ejercicio 1682

Estudiar la sucesion definida por u,+; = ey up = 0.

[000543]

Ejercicio 1683

Estudiar la sucesién definida por u,4+; = cosu, y up = —8.

[000544]

Ejercicio 1684

2u+7

Estudiar la sucesion definida por u =t
e T

la raiz real del polinomio X3 43X — 7.

y g = 2. Deducir un valor aproximado a 10~8 cerca de

[000545]

Ejercicio 1685

-
Estudiar la sucesion definida por up =0y 4| = —"*—¢"——, paran

[000546]

Ejercicio 1686

Estudiar la sucesion definida por ug =0y ;41 = —%uz — %un + 3, paran

[000547]
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Ejercicio 1687

Estudiar la sucesion definida por ug =0y u,4 = —%M% — %un + ?—8, paran = 0. [000548]
Ejercicio 1688
Estudiar la sucesion definida por ug =0y u,+1 = In(e — 1 +uy). [000549]
Ejercicio 1689
Discutir segtin los valores de ug la naturaleza de la sucesién u,; = e*» — 2. [000550]
Ejercicio 1690

Sean a y b dos reales estrictamente positivos ; se define una sucesion (u,) por :
l/t()}() Y Up+1 = aun—l—b.

1. Demostrar que existe un valor de ug por lo que esta sucesion es estacionaria.

2. Demostrar que si ug es distinto de este valor, (u,) es monétona y acotada. Encontrar lim u,,.

n—oo
[000551]
Ejercicio 1691
Estudiar de acuerdo a los valores dados a uq perteneciendo a C las sucesiones :
U, —2 U, +2 —1
Upy] = —— Upy] = —— Upy] = .
n+ un+4’ n+ Mn‘|‘1’ n+ un"’l
[000552]

Ejercicio 1692
Sea f: [0,1] — [0,1]. Se considera a € [0, 1] y la sucesion (u,)nen verificando ug =ay Vn € N, u,y =
f(uy). {Son verdaderas o falsas las siguientes propiedades ? :

Si f es creciente, entonces (u,) es creciente.

Si (u,) es creciente, entonces f es creciente.

Si (uy) es creciente y f monétona, entonces f es creciente.
Si (uy,) converge a un limite /, entonces [/ es punto fijo de f.
Si f es derivable, entonces (u,) es acotada.

Si la gréfica de f estd por encima de la recta de ecuacion y = x, entonces (u,) es creciente.

N AR =

Si (uy) converge a un punto fijo [ de f, entonces f es continua en /.

[000553]

Ejercicio 1693

Estudiar la sucesion definida por w41 = (1 — un)2 (analizarla segtn los valores de u). [000554]

Ejercicio 1694
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Sea f(x) = —x* +x> —x+1ya <€ [0,1]. Estudiar la sucesién definida por ug = a y u,+1 = f(u,). [000555]

Ejercicio 1695
Estudiar la sucesion definida por ug =0y u,q1 = %(1 +un +E(uy)), donde E designa la funcién « parte
entera ». [000556]
Ejercicio 1696

1. Estudiar la sucesion definida por recurrencia por uy = a y u,+; = cosu,, donde a es un nimero real
dado.

2. Estudiar la sucesién definida para n > 1 por u, = cos(cos(cos(---(cosn)---))).

n veces cos

[000557]

Ejercicio 1697

1. Estudiar en C una sucesién (u,) tal que Vn € N*, u,,| = u2. Discutir segdn uy.

2. Se considera en C una sucesion (v,) tal que Vn, v, = % (v,, + A), donde A es un nimero complejo

Vi
dado no nulo. Estudiar la existencia y convergencia de esta sucesién segin los valores de vy. Se

puede denotar a una de las raices cuadradas de A y definir w,, = %
n

[000558]

Ejercicio 1698

1. Sean A > 0, B > 0, up > 0; estudiar la sucesién definida por la relaciéon de recurrencia u,; =

Bu,,.
n+1+ tn
n U,
2. Estudiar la sucesién definida por ug =0y u,41 = % (se puede usar la pregunta anterior para
Up
terminar).
[000559]
Ejercicio 1699

Se considera la sucesion real definida por : xo = 1y x,11 = v/2x, + 1.
1. Demostrar que x, es superior o igual a 1, para todo n.
2. Demostrar que si (x,) converge, su limite / verifica [ = /21 + 1.
3. [ estd definida por la igualdad de 2), ;es posible encontrar k € |0, 1] tal que |x, — | < k|x,—1 —1]?
Si es si deducir que |x, — | < k"|xp — {|. Concluir.

[000560]

Ejercicio 1700
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Usando los métodos del ejercicio anterior, estudiar las sucesiones definidas por :

443y, 1
Yo=3; Yt 20=1 zp1=14+—.
[000561]
Ejercicio 1701
Sea una sucesion que satisface una relacion de recurrencia
auy—1 + b
Uy = ——— E
" Cp—1+ d ( 1)
1. Demostrar que si la transformacién homogrifica : x — y = ?; _':_' Z tiene dos puntos fijos distintos, o
y B, se puede escribir la relacién (E) bajo la forma : Z" — g = kl:t”*l — g. Calcular Z” — g en funcién
n n—1— n
de 1— O
u —p

2. Demostrar que si la transformacién homogréfica tiene un solo punto fijo 7, se puede tener la relacién
(E1) bajo la forma : u,,l = 1 7 + k. Calcular L _ en funcién de ui.

—Y T Up—1— Up—7v
3. Utilizar el método anterior para estudiar las sucesiones (u,) definidas por :
4u, +2 —3u, —1 Su,—3

- 77 b - 7? - b d
a) Uy1 1y +3 ) Unt1 1, —3 C) Un+1 uy+ 1 )

2u, — 1

u = .
n+1 u, +4

Discutir segtin los valores de u ; especificar para qué valores de u; cada sucesion se define.

[000562]
Ejercicio 1702 Estudio de sucesiones
Estudiar la convergencia de la sucesion (u,) definida por :
lLup=a>1,u,.1 = % (”n"‘u%)- 2.0<uy < \/5271,14;14_1 =1—u.
3. Upy1 = Uy — U, 4.ouy=0, upy1 = uﬁ + .
1+u V Un
5.up1 = u,+ o 6.uye 0,1, upy) = —Y—"F——.
ntl = Hn T T2, 0 € [0,1], s Vit + /1 —uy
7. Up+1 = 2—1/!”. 8. Up+1 = \/4—31/!”.
—1In(1 +uy,) 3
9. sy = L THn) 10. upt1 = ——.
n+1 M,% n+1 2u3+1
11 ug >0, upy1 = uf. 12. ug > 0, uy = a'n.
Solucidén V [004703]
Ejercicio 1703 Convergencia cuadratica
Sea k € C fijado. Estudiar la convergencia de la sucesién (a,,) definida por : ag € C, a,,1 = ka>.
Solucién ¥ [004704]

Ejercicio 1704 u, (1 —u,) > %
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Sea (u,) una sucesion real tal que para todo entero n : u, € [0,1] y upy1(1 —u,) > % Demostrar que esta

sucesion converge a % [004705]

Ejercicio 1705 Radicales iterados

Encontrar lim \/ 1+ 1+---+/1, (nradicales).
n—oo

Solucidén Vv [004706]

Ejercicio 1706 Radicales iterados

Se considera la sucesién (u,) definida por : ug > 0, w1 = \/ug + - - - + u,. Demostrar que u,, — +oo.
n—soo
Solucidn V¥ [004707]

Ejercicio 1707 Radicales iterados

Seestableceun:\/1+\/2+\/-~+ n—1+\/ﬁyvn=\/1+\/2+\/~--+ n—14++v2n.

1. Demostrar que estas sucesiones son convergentes.

) =1 . —u, < 11—,
2. Se denota A I}grolo uy,. Demostrar que A — u, < i/t

Indicacioén V¥ [004708]

Ejercicio 1708 Sucesiones homograficas

., uy € R*
Sean a,b € R*. Se define la sucesion (u,) por : b
Upt1 =a—+ Up*
Se supone iy elegido de modo que para todo n € N, u,, # 0.

1. (Cuéles son los limites posibles para (uy) ?

2

2. Se supone que la ecuacién x* = ax+ b tiene dos raices reales o, 8, con |¢t| > | B|. Estudiar la sucesién

Uy — O

(va) = (m) y deducir lim u,

[004709]
Ejercicio 1709 Sistema de orden 1
_ x5
. . Xnt+l = ¥ +y
Sean 0 < xp < yo ¥ (xx), (yn). Las sucesiones definidas por : ”yz n
Yn+1 = Xn _ﬁyn .
Demostrar que son convergentes y calcular sus limites.
Solucién V [004710]
Ejercicio 1710 Sistema de orden 1
Xppl = 2Xp + Yn
Estudiar la convergencia de las sucesiones (x;,), (y,) definidas por : 0 < xo < yo y 2y 3+ X
Yn+1 = %
Solucion ¥ [004711]

Ejercicio 1711 Sistema de orden 1

309



Xn+Yn

. . . . Xn+1 =
Estudiar la convergencia de las sucesiones (x;), (y,) definidas por : 0 < yo < xo y { " Zx%yn
Yntl = Xn+Yn"
Solucién ¥ [004712]
Ejercicio 1712 Sistema de orden 1
_ _ XntYn
Xo=a Xpyl = “Hx2tt
Sean 0 <a < by (x,),(yn) Las sucesiones definidas por : 0 s 2
Yo=b Yn+1 = v/Xn+1Yn-

1. Demostrar que estas sucesiones convergen al mismo limite.
2. Sea a = bcos ¢. Expresar este limite en términos de b y .

Solucidén V [004713]

Ejercicio 1713 Medias aritmética, geométrica, arménica

1. Sean x,y,z > 0. Demostrar que x> +y? +z* — 3xyz > 0 (dar x + y + z en factor).

2. Estudiar la convergencia de las sucesiones (a,), (by), (c,) definidas por :

3 1 1 1
@t —ay, Tp, T,

O<a0<b0<607 y bn+lzm
3Cn+1 :an+bn+cn~

Solucidén Vv [004714]

Ejercicio 1714 Central MP 2000

. . e 1 . . up € R*
Se considera la funcién f : x — ln( T ) y la sucesién definida por
Upt1 = f(un)-
Estudiar la sucesion (uy), luego la serie Y. u,,.
Solucién ¥ [004715]

Ejercicio 1715 wu,+1 —u, — 0

Sea f : [a,b] — [a,D] continua y la sucesion (u,) definida por ug € [a,b] y un+1 = f(u,). Demostrar que si
lim(up+1 —u,) = 0, entonces la sucesion (u,) converge.
Solucién ¥ [004716]

Ejercicio 1716 **T Recurrencias homograficas

Determinar u, en funcion de n, cuando la sucesion u verifica :

1. VrEN, uy = 22

3—2u,’
_ Au,—1) . .
2.VrneN, upy1 = ——— (no preocuparse por la existencia).
Solucidén V [005228]

Ejercicio 1717 **

310



Sean (uy) y (v,) las sucesiones definidas por los valores de ug y v y las relaciones de recurrencia

2u, +v, u, +2v,

Unt1 = 3 Y Va1 = 3

Estudiar las sucesiones u y v, luego determinar u, y v, en funcién de n buscando combinaciones lineales

interesantes de u y v. Deducir lim u,y lim v,.
n— oo n—s+-oo
Solucién V [005229]

Ejercicio 1718 **

Sean (uy), (v,) y (wy) las sucesiones definidas por los valores de ug, vo y wo y las relaciones de recurrencia

_ Vptwy U twy _ Up -ty
Untl = =5 Va1 = 75— ¥ Wnbl = 75

Estudiar las sucesiones u, v y w, luego determinar u,, v, y w, en funcién de n buscando combinaciones

lineales interesantes de u, v y w. Deducir lim u,, lim v,y lim w,.
n——oo n—y—+oo n—4-o0

Solucidén V [005230]

Ejercicio 1719 ***

Demostrar que las sucesiones definidas dando ug, vo y wg reales tales que 0 < up < vy < wy y las relaciones
de recurrencia :

3 1 1 1 Up+Vvp+w
= b Y Vi = VW Y W =

Un+1 Up Vn Wp

tienen un limite comiin que no se busca determinar.
Solucidén V [005231]

Ejercicio 1720 ****

Seau; =1y,Vne N, u,py =14 /L. Demostrar que lim (u, —/n) = %
n n—r—oo
Solucidén V¥ [005240]

Ejercicio 1721 **]

Se establece ug = 1, vo = 0, luego paran € N, u, 11 = 2u, 4+ vy ¥ Vpr1 = Uy + 2vy,.

21

12

2. Usando dos combinaciones lineales interesantes de las sucesiones u y v, calcular directamente u,, y
v, en funcién de n.

1. SeaA = (

> . Paran € N, calcular A”. Deducir u, y v, en funcién de n.

Solucidén V¥ [005277]

Ejercicio 1722 ***]

Estudiar la sucesion (u,) en cada uno de los casos siguientes :

D) uy=—1yVneN, up1 =1+ uy,, 2) up>—1y VneN, up; =In(l+uy,),
3) upe Ry VneN, u,1 = senuy,, 4) upe Ry VneN, uyy1 = cos(uy),
5) upe Ry VneN, u,1 =sen(2uy), 6) upER y VneN, uyyq = u? —2u, +2.
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Solucidén V¥ [005425]

Ejercicio 1723 ***]

Sea ug €10, F]. Paran € N, se establece u, 1 = sen(uy).

1. Demostrar brevemente que la sucesion u es estrictamente positiva y converge a 0.
2. (a) Determinar un real o tal que la sucesion u 1 u? tiene un limite finito no nulo.
(b) Usando el lema de CESARO, determinar un equivalente simple de u,,.

Solucidén V¥ [005435]

Ejercicio 1724 **I

Sea u la sucesion definida por el su primer término ug > 0 y la relaciéon Vn € N, u, 1 = u,e™". Dar un
equivalente simple de u,, cuando n tiende a +oo.
Solucidén V [005436]

55 121.03 Sucesiones equivalentes, sucesiones despreciables

Ejercicio 1725

Seauy=1— % y para todo entero n > 3,

Calcular u,. Deducir que se tiene limu,, = %
Indicaciéon V¥ Solucidén Vv Vidéo M [000563]

Ejercicio 1726
Calcular, cuando convergen, los limites de las sucesiones definidas por :

2 3
n_ nxT senn” —cosn
u, =n—+'nt—n, u, = +/n(n+a)—n, unzisenj, U, = ——————. [000564]
n
Ejercicio 1727
Demostrar que las sucesiones definidas paran > 1 por :
n+1 n 1 n
Uy, = , Uy = ——, Uy = ——, Uy = ———,
" n " on+1 Ton241 o241

admite todos los limites que se van a calcular. [000565]

Ejercicio 1728

Sea (un)nen la sucesion de nimeros reales definida definiendo up =0y Vn > 1, u,y1 = /6 + u,. Demostrar
que la sucesion (u,),en es convergente y determinar su limite. [0005661

Ejercicio 1729
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Estudiar el limite de las siguientes sucesiones :

2" nd 42" n?+(—1)" —1)"
an:cos(a); b, = V/3 —senn?; cn:?; dn_rﬂ—i\/ﬁ); en(cosn)sen(\/ﬁ).

[000567]

Ejercicio 1730

Determinar los limites cuando » tiende al infinito de las siguientes sucesiones ; para cada, tratar de precisar
en pocas palabras el método utilizado.

L. b1 (=t 9. (1/2—1—1/4—1—1/8—1— + 1/2"), luego
CLmgigs e
2.2/1:4/3:6/5;...:2n/(2n—1); ... V2 vzf 2\7
3. 0,23;0,233; ...;0,233---3; ... 10
12 -l ' 3 9 27 3

o n 1. (VaT1-ya)

1 2 3
5. (n+ )(’H; J(n+3) 1 nsen(n!)
n L
+1
1434+5++02n—1) 2n+1 "
6. +3+5++(2n )— n 13. Demostrar la férmula
n+1 2
n+(—1)" 1422432 , 1 .
7 +2°43 4+ +n"=-nn+1)2n+1);
n—(—1)" 6
ontl 4 gntl deducir 14224324 ...4 42
73 educir lim 3 .
Solucidén Vv Vidéo W [000568]
Ejercicio 1731

Sea a > 0. Se define la sucesion (uy,),>0 por up un real verificando uy > 0 y por la relacién

1 a
un+1:§ un‘i‘u*n .

Se propone de demostrar que (u,) tiende a /a.

2 = (uy —a)?
n+1 4u2

2. Demostrar que sin > 1, entonces u, > /a, luego que la sucesion (u,),>; es decreciente.

1. Demostrar que u

3. Deducir que la sucesion (u,) converge a /a.

4. Usando larelacién u2, | —a = (un11 —/a)(un41 ++/a) dar una mayoracion de u,1 — /a en funcién

de u, — /a.
k 2n—1
5. Siuj; —+/a < kyparan > 1, demostrar que u, — \f<2\f<2\[) .

6. Aplicacion : Calcular 1/10, con una precisidn de 8 cifras luego del punto decimal, tomando ug = 3.

Indicacioén V¥ Solucidén V¥ Vidéo W [000569]
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Ejercicio 1732

Se consideran las dos sucesiones :

1 1 1 1
Up=1+—+—+-+—3neN, va=tn+—ineN.
2! 31 n! n!
Demostrar que (#,), ¥ (V) convergen al mismo limite, y demostrar que este limite es un elemento de R\ Q.
Indicacién ¥ Solucion ¥ Vidéo B [000570]
Ejercicio 1733

Sean a y b dos reales, a < b. Se considera la funcién f : [a,b] — [a,b] que se supone continua y una
sucesion recurrente (u, ), definida por ug € [a,b] y paratodon € N, u, 1 = f(uy).

1. Se supone aqui que f es creciente. Demostrar que (u,), es mondtona y deducir su convergencia

hacia una solucién de la ecuacién f(x) = x.
4u, +5
up+3
3. Se supone ahora que f es decreciente. Demostrar que las sucesiones (2, ), ¥ (424+1), SOn monétonas
y convergentes.

2. Aplicacion. Calcular el limite de la sucesién definida por : ug =4 y paratodon € N, u,41 =

4. Aplicacion. Sea uy = % y para todo n € N, u, 11 = (1 —u,)?. Calcular los limites de las sucesiones
(u2n)n y (U2n41)n-

Indicacién V¥ Solucién V Vidéo W [000571]

Ejercicio 1734

1. Sean a,b > 0. Demostrar que vab < “‘gb.

2. Demostrar las siguientes desigualdades (b > a > 0) :

a+b

> <b y a<Vab<b.

a<

3. Sean ug y vy de reales estrictamente positivos con uy < vo. Se definen dos sucesiones (u,) y (v,) de

la manera siguiente :
Uy + vy

Up+1 = /UnVn y Vi1 = 2 .

(a) Demostrar que u, < v, cualquiera que sea n € N.

(b) Demostrar que (v,) es una sucesion decreciente.

(c) Demostrar que (u,) es creciente. Deducir que las sucesiones (u,) y (v,) son convergentes y tienen
el mismo limite.

Indicacidén V¥ Solucidén V¥ Vidéo N [000572]

Ejercicio 1735

Sea x un real.

E(x)+E(2x)+---+E(nx)
n2

1. Determinar el limite de u,, =
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http://www.youtube.com/watch?v=k8gZEvm5MQs
http://www.youtube.com/watch?v=4ehFn1cnohc
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2. Deducir que Q es denso en R.

[000573]
Ejercicio 1736
Sean> 1.
n
1. Demostrar que la ecuacién Y, x* = 1 admite una tnica solucién, denotada a,,, en [0, 1].
k=1
2. Demostrar que (a,)nen es decreciente minorada por %
3. Demostrar que (a,) converge a %
Indicacién ¥ Solucidén ¥ Vidéo W [000574]
Ejercicio 1737
Calcular segun los valores de x :
lim | lim [cos(n!ﬂfx)]zm] .
n—oo | m—oo
[000575]
Ejercicio 1738
. . . . 2a, + by
Sean ag y bg dos reales fijos. Se define por induccién las sucesiones (a,) y (by) por a,+1 = —3
a, +2b,
bpy1 = —3
1. Demostrar que estas dos sucesiones son adyacentes.
ap+b
2. Calculando a, + b,, demostrar que convergen a 0 5 0
[000576]

Ejercicio 1739

n—1
Sea (u,) una sucesion que tiende a 0. Sea x, = 5 Y. ux. Demostrar que (x,) converge a 0 (se puede fijar €,
k=0

luego dividir la suma en dos y finalmente elegir N... ). [000577]
Ejercicio 1740
nln(n)
Determinar los limites de ——y Vn?, [000578]
In"(n)

Ejercicio 1741
Sea (u,)qen una sucesion real cuyos términos son todos no nulos y tal que :
. Un+1
lim |— | = 0.
n—eo | Uy,
Demostrar que lim u, = 0. [000579]

n—soo
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Ejercicio 1742
Estudiar la sucesion definida por induccion :

up=a>0,u,r1 =+ 1+u,.

[000580]
Ejercicio 1743
Estudiar la convergencia y calcular el eventual limite de la sucesion (u,),cn- definida por :

L k
*
Vn € N¥, un:H(l—l—ﬁ).
k=1

[000581]
Ejercicio 1744
Estudiar la convergencia y calcular el eventual limite de la sucesion (uy,),cn definida por :

LS|
VneNu, = Z ok
k=0 ~n

[000582]
Ejercicio 1745
Sea ¢ : N — N biyectiva, tal que lim @ = /. Calcular /. [000583]

n—yoeo
Ejercicio 1746
Sea ¢ : N — N inyectiva; demostrar que lim ¢ (n) = +oo. [000584]
n—soo
Ejercicio 1747
Sea (uy,)qen una sucesion acotada y sea v, = ;1 — Uy Y Wy = Vpt] — Vp, Y S€ sSUpone que (w, ) en converge.
Demostrar que lim w, =0, ya que lim v, = 0. [000585]
n—oo Nn—soo
Ejercicio 1748
Sea (up)nen una sucesion real que converge a £ y ¢ una biyeccién de N sobre N. (no necesariamente estric-
tamente creciente !). Demostrar que lim u,) = £. [000586]
n—soo

Ejercicio 1749

Sean (u)nen Y (Vn)nen dos sucesiones reales tales que :

lim u,, + v, = lim u,v, = 0.
n—yoeo n—eo
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Demostrar que
lim v, = lim u,, = 0.

n—soo n—soo
[000587]
Ejercicio 1750
Sean (u)nen Y (Vn)nen dos sucesiones reales tales que :
lim u, = lim v, = oo, lim w1 —u, =0.
n—o0 n—oo n—ro0
Demostrar que
E = {u, —vp|(n,m) € N>}
es denso en R. [000588]
Ejercicio 1751
Sean (uy)nen Y (Vi )nen dos sucesiones con valores en [0, 1] tales que :
lim u,v, = 1.
n—yoo
Demostrar que :
lim u, = limv, = 1.
n—soo n—oo
[000589]

Ejercicio 1752

Sean (uy)nen ¥ (Vi)nen dos sucesiones convergiendo respectivamente hacia ¢ y L. Estudiar la sucesion
(Wn)nen definida por :

12
VneN, 2w, = ; Z UkVn—k-

k=0
[000590]
Ejercicio 1753
Sea (up)nen una sucesion acotada tal que :
. U\
Jim (e +57) = 1.
¢ Qué se puede decir de (uy),en? [000591]
Ejercicio 1754
Sea f : C — C definida por :
z+ |z
VZGC, f(Z): 2’

Estudiar la sucesion definida por :

20 € C? Vn € Nv Zn+1 :f(Zn)-
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Indicacion : Se escribe z, = p,e®, donde (p,, 9,) € R™* x| — 7, [y se usa:
RS SO
sen¢ = 2”sen?1_!cos 5
=

[000592]

Ejercicio 1755 ***]

Determinar el equivalente mds simple posible de cada una de las sucesiones siguientes cuando » tiende a

oo
_ n hl’l
1) arccos L2 arccos% 3) ch(y/n) 4) (1 + %) 5) e
vVt 4+n?—1
6) (1+n)™V" 7) In(cos})(Insent) 8) (%)¥5 —(arctann)®> 9) /1+ (7,;) —1
Solucién ¥ [005252]
Ejercicio 1756 ***I
n
Demostrar que Y k! ~ n!.
k=0
Solucidén ¥ [005253]

Ejercicio 1757 ***]

n
1. Sean u y v dos sucesiones reales estrictamente positivas. Para n € N, se establece U, = Y, u; y
k=0

n
Vo= Y v. Demostrar que si u, ~ v, ysi lim V, = 4oo, entonces U,, ~ V,,.
k=0 noyte

n n
2. Aplicacién. Encontrar un equivalente de ¥, -y ¥ In(k).
k=1

=1 Vk

Solucidén V [005254]

Ejercicio 1758 ****

Sea (uy) una sucesion real con limite nulo. Demostrar que si u, + uz, ~ 23—”, entonces u, ~ % (Se tiene que

St Uy + Upyp ~ %, entonces u, ~ %?
Solucidén V¥ [005255]

Ejercicio 1759 ***]

Sea u la sucesion definida por uy = % Y, Vn € N, up, 1 = sen(uy).

1. Demostrar que la sucesion u es estrictamente positiva, decreciente al limite cero.

2. Se admite que si u es una sucesion con limite nulo, entonces, cuando n tiende a +eo, sen(u,) =

3
u . ., . L.
u, — 2 +o(u’). Determinar un real « tal que la sucesién v, = u%, , — u® tiene un limite real no nulo.
n 6 n n n+1 n

Aplicando el lema de CESARO a la sucesién (v,), deducir un equivalente simple de u,, cuando n
tiende a +-oo.

Solucidn V¥ [005256]
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56 121.04 Sucesion recurrente lineal

Ejercicio 1760

¢ Qué sucede con la siguiente afirmacion : si (u,) ~ (vy), entonces (e*?) ~ (e') ? Dar un enunciado correcto.
[000593]

Ejercicio 1761

1. Demostrar que si Vn € N u, # 0y si (u,) — 0, entonces In(1 + uy,) ~ u,.
n
2. Sea a un real. Determinar el limite de (1 + ﬁ) .
n

[000594]

Ejercicio 1762

Comparar las siguientes sucesiones :

2
a, =n", by = n™" c,=¢€", d, = (1nn)”ln".

[000595]

Ejercicio 1763

Sean (uy)nen ¥ (Vn)nen dos sucesiones reales de limite +co tales que u, = o(v,). Demostrar que existe une
sucesion (wy)yen de limite +oo tal que u, = o(wy,) y wy = 0(vy). [000596]

Ejercicio 1764

Dar un ejemplo de sucesiones (uy),en Y (Vn)nen tales que u, = O(v,), pero que no se tiene ni u, = o(v,), ni
v = O(uy). [000597]

Ejercicio 1765

Estudio de (u,),ey definida por ug € [0,1], u, 1 = u2. Dar un equivalente de u,, cuando n — c.  [000598]

Ejercicio 1766

Demostrar el reciproco del teorema de Césaro (i.e. lim u, =1) :
n—soo

1. enelcasodonde limv, =1y u,+; —u, = 0(%),
n—yoo
2. en el caso donde (uy),cn es creciente.

[000599]

Ejercicio 1767

2
Estudiar la sucesion (u,),en definida por up =1y Vn € N uyy) = u, + sz,, Utilizando v, = %, dar un

equivalente de u,.
Indicacion : Se demuestra que lim (v, —v,) = 1, se deduce un equivalente de v,, luego de u,. [0006001]
n—yoo

319



Ejercicio 1768

Sea (uy),en la sucesion definida por w41 = u, + uﬁ. Estudiar la sucesion, utilizar v, = M—ln, dar un equivalente

en el caso up €] — 1;0]. ;Qué se puede decir en el caso uy € ]0;00[? (Estudiar v, = lngf,") ) [000601]
Ejercicio 1769

Sean f y g dos formas lineales en un espacio vectorial E tales que fg = 0. Demostrar que f =00 g =
0. Estudiar la sucesion (x,),en definida por xo = 1,x,11 = 1 j’r‘l ﬁ Estudiando y, = T x]—n, dar un
equivalente. [000602]

Ejercicio 1770

Estudiar la sucesién (u,)nen definida por up €]0, 5[, u, 11 = senu,. Dar lim( 12 — %) (respuesta : %) y
x—0 sen”x X

deducir un equivalente de u;, 2, por lo tanto de u,,. [000603]

Ejercicio 1771

Demostrar que Vn € N*, 3 lx, € [n,n+ 1] solucién de x — E(x) = lz Dar un equivalente de x;,, luego hacer
X

una expansion asintética de x,, —n de orden 5 en funcién de % [000604]

Ejercicio 1772

Estudiar la convergencia y calcular el eventual limite de la sucesion (u,),en- definida por :

1 1
VneN* =144 d-—— — e — —.
n e >

Primero se demuestra que :

1
1+ 3 +--+—=Inn+y+o(1)

cuando n — oo, [000605]
Ejercicio 1773
Sea (uy) definida por ug y u; estrictamente positivos y u,+1 = u, + u,—1, paran > 1.

1. Demostrar que lim ( ntl ) existe y determinarlo. ;Qué se observa?

Up
u -
2. Seaa, = il Expresar a, en funcién de a,.
Un

3. Demostrar que ay, y az,+1 son adyacentes.

4. Determinar un racional r tal que ‘r — H’T\@’ <1073,

Solucidén V¥ [001202]

Ejercicio 1774

Determinar (u,) tal que

1. up=1, u; =3, uy1p =4y —4u,.
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2. up=1,u; =1i, upro = 4u, 1 — Suy.

[001203]

Ejercicio 1775

Determinar las sucesiones acotadas que verifican u,, 1 = 3u;,+1 — 2up.

Solucién ¥V

[001204]

Ejercicio 1776

Determinar las sucesiones convergentes que verifican 2u, 1 = 7Tu,+1 — 3uy,.

[001205]

Ejercicio 1777

Demostrar que la sucesion ug = 1, u; =2y w13 = /u,+1U, estd bien definida y determinarla.

[001206]

Ejercicio 1778

. . : up =2 Unt1 = Up+Vp
Determinar las sucesiones (u,) y (v,) que verifica
vo = —2 Va1 = 3y — vy

[001207]

Ejercicio 1779 Ensi Chimie P’ 93

1. Resolver u,,, = %(unﬂ +uy), up =a, u; =b.

2. Sia =0, encontrar lim u,,.
n—oo

3. Resolver : v, 12 = \/Vut1Va.

Solucién Vv

[003068]

Ejercicio 1780 Ecuaciones de recurrencia lineal

1. Resolver uy o —u, =n—1,up =u; =0.
2. Resolver : uy 2 +upi1 +up = n.

Solucidén Vv

[003069]

Ejercicio 1781 Sistema recurrente

Sty =2up—1+3vy1

Se dan ug, vg reales. Resolver el sistema :
S5v, =2v,_1 4+ 3u,_1.

Solucién V

[003070]

Ejercicio 1782 Caracterizacion de sucesiones polinémicas

Sea (uy) una sucesion de reales. Se definen las sucesiones derivadas de (u,) :

(”;1) = (un—H - un)

() = (g — 1)



k -
1. Expresar u,(q ) en funcién de UpyUpt1s -y Unik-

2. Demostrar que la sucesion (u,) es polinomial si y solo si existe k € N tal que (ufﬁ) = (0).

Solucidén V¥ [003071]

Ejercicio 1783 Numero de cifras sin incluir 13

Sea T, el nimero de numeros naturales de n cifras exactamente sin incluir la sucesion 13 en numeracion
decimal.

1. Demostrar que 1,42 = 107,41 — T,,.
2. Calcular 7, en funcion de n.

Solucidén V¥ [003072]

Ejercicio 1784 (/34 1)¥"*!1 —(y/3—1)*!

Se denota x, = (v3+ 1)y, = (V3= 1)y 2, = [x].
1. Demostrar que z, = X, — yu.

2. Deducir que 2"*! divide z,.

[003073]

Ejercicio 1785 **T
Determinar u,, en funcién de n y sus primeros términos en cada uno de los siguientes casos :

1. VneN, du, o = 4uy 1+ 3uy,. 2. VneN, du, = u,.

_ 2 1 1

3. VnGN, 4un+2—4un+1+3un+12. 4 VnEN, m— Unt1 —ufn

5. Vn =2, uy =3up_1 —2up_r+n. 6. VneN, u,3—6uyio+ 11u,y —6u, =0.

7. VneN, upyq —2up 3+ 2up10 — 2y + Uty = n.
Solucion ¥ [005239]

57 121.05 Sucesiones de Cauchy

Ejercicio 1786

Demostrar que la sucesion ( 307 es de Cauchy y que la sucesion ( (—1)" + 1 noloes. [001208]
2 neN "/ neN

Ejercicio 1787
Demostrar que la sucesién definida por

) cos1 +cos2+ +cosn

u, = e

" 1! 2! n!

es una sucesion de Cauchy. Deducir su convergencia. [001209]
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Ejercicio 1788

Demostrar que toda sub-sucesion extraida de una sucesion de Cauchy es también una sucesién de Cauchy.
Demostrar que si (u,) es una sucesion de Cauchy, se puede encontrar una sub-sucesion (u,, ) de (u,) tal
que :

VpeEN,Yq=p, |un, —uy,| < T
[001210]

Ejercicio 1789

Una sucesion (x,) se define por una relacién de recurrencia x,+1 = asenx, + b, donde a es un niimero real
de ]0, 1] y b un nimero real cualquiera. Demostrar que para todo p € N, [x,+1 —x,| < a”|x; — xo|. Deducir
que la sucesion (x,) es una sucesién de Cauchy. ;Cudntos términos se deben calcular para obtener un valor
aproximado de limx,, de error menor a 10~'? si se supone a = %, b=5xy=17? [001211]

58 121.06 Sucesion en R

Ejercicio 1790

Sea x,, una sucesién de R?. Demostrar que el conjunto A de valores de adherencia de x, es cerrado.
Indicacién : Probar que el complemento de A es abierto. [001901]

Ejercicio 1791

Sea x, una sucesién acotada de R?. Demostrar que x, converge si y solo si la adherencia A de x, es un punto
aislado.

Indicacién : Para probar la convergencia, utilizar que una sucesién acotada de R? tiene al menos un valor de
adherencia. [001902]

Ejercicio 1792

Sean f:RY — R continua, xp € R? y x, una sucesién definida por x,.; = f(x,). Se supone que ||x, —
Xn+1]| — 0. Demostrar que si a € A, entonces f(a) = a.
Indicacidn : Aplicar la definicién de la continuidad de f en a en términos de limites. [001903]

Ejercicio 1793

Sea x, una sucesién acotada de R?, se supone que I, — xn+1|| = 0. Demostrar que el conjunto A es no
vacio, compacto, conexo.

Indicacion : para la conexidad, suponer que A = A; UA;, con A y A no vacios, disjuntos, cerrados. Sid = 1
concluir que A = [a,b], con a < b. [001904]

Ejercicio 1794

Sea f : R — R continua. Sea xy € R. Sea x, la sucesién definida por x,; = f(x,). Se supone que x, es
acotada. Demostrar que x,, converge si y solo si ||x, —x,+1] — 0.

Indicacion. Demostrar que basta probar que a = b en [a,b] = A. Si a < b Demostrar que la sucesion es
estacionaria. [001905]
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Ejercicio 1795

n
Seas, = Y, 1/ky x, =cos(s,). Demostrar que no existe aplicacién f : R — R continua tal que x,,11 = f(x,).
k=1

Indicacion : Demostrar que ||x, — x,+1|| — 0, pero que x, no converge. [001906]

59 121.99 Otro

Ejercicio 1796 1

n n
1. (*) Calcular [T (14 %), neN*. 2. (***) Calcular [] cos Za—k, a€l0,n[,ne N*
k=1 k=1

Solucién ¥V [005145]

Ejercicio 1797 ***

Se quiere demostrar de manera elemental (es decir, prescindiendo del logaritmo natural y trabajando solo

con las dos operaciones + y X) solo para n € N*, (1 + %)" < 3. Para esto desarrollar el binomio, luego
_ C,’i _ Uk 1
mayorar uy = —f comenzando por mayorar vy = =;= por 5.
n

Solucidén V¥ [005148]

Ejercicio 1798 **I

E E(2 e+ E
Sean x un real. Determinar lim () +E(2) ;— +E(nx)
n——+oo n
Solucidén V¥ C005154]

Ejercicio 1799 ***IT

up+up+---+u,
n+1 '
1. Demostrar que si la sucesion (u,)qcn tiende a un real /£, la sucesion (v, ),cn converge y tiene el limite
£. ;Reciproco ?

Sean (uy)nen una sucesion real y (vy,),en la sucesion definida por: Vn € N, v, =

2. Demostrar que si la sucesion (u,),cn es acotada, la sucesion (v, ),en es acotada. ;(Reciproco ?
3. Demostrar que si la sucesion (u,),en €s creciente, entonces la sucesion (v, ),cn también lo es.

Solucidén V¥ [005220]

Ejercicio 1800 ***]

Sea uy, la unica raiz positiva de la ecuacién x" +x — 1 = 0. Estudiar la sucesion (u;,).
Solucidén ¥ [005246]

Ejercicio 1801 *#**

Demostrar que el conjunto E de reales de la forma u, = sen(In(n)), n entero natural no nulo, es denso en
[_ 17 1} .
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Solucidén V¥ [005248]

Ejercicio 1802 ***
Calcular inf (sup(|sen(no)|)).

OCG}O,H’[ neN
Solucidén Vv [005249]

60 122.01 Series de términos positivos

Ejercicio 1803

|t
Sean, paran > 0, u, = —T Y= Inu,.
n+»~
n 2
1. Estudiar la serie de término general w,, donde, paran > 2, w, =v, —v,_1 y w| = Vy.
2. Deducir, usando la convergencia de la sucesién de sumas parciales de w,, que la sucesién u,, converge
al>0.
. 27 (n)? . .
3. Determinar A usando la férmula de Wallis : lim ———“- = /7. Deducir un equivalente de n!.
n—r+eo \/n(2n)!
Indicacion : Expresar n! (respectivamente (2n)!) en funcién de u, (resp. de up,) y sustituirlos en la
férmula de Wallis.

[001930]
Ejercicio 1804
Estudiar la serie de término general
a2V
u, = ————donde a >0, b > 0.
2V 4 b
Indicacién : Encontrar un equivalente segtn los valores de b. [001932]
Ejercicio 1805 Comparacion con la serie de Riemann y equivalente
Estudiar la serie de término general
- 0 2 Vi 3 Ly
1. u, = cos(=————),cona > 0. vy =e Vi .w:<1——>.
" ( 2n? +an+1 ) " " n’
[001934]
Ejercicio 1806
Sea (u,) una sucesion de nimeros reales estrictamente positivos, se supone que lim( ntl )=1yque

n

U a 1
'l 1 - Z40(—),donde @ >0 B> 1.
Uy, n nP
.V . L. .
Sea v, = n%u,, estudiar ntl y demostrar que (v,) tiene un limite finito.
Vn
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Aplicacién : Estudiar la serie de término general

1
—---sen —.

u, = \V/n!sen1sen
! V2 Vn

[001935]

Ejercicio 1807
Determinar la naturaleza de la serie de término general :

!

1. n—n 2. (chv/Inn)=2 3. p~ (1 (1/m)
n
1 1 Inn
4 —In(1+— 50— 6. nlne—Vn
NG ( +\/ﬁ) In(e" — 1) "
Solucidén V [001936]
Ejercicio 1808
Estudiar, segtin los valores de p € N, la naturaleza de la serie de término general
+2' - +n!
U, = .
(n+p)!
Solucién ¥ [001937]
Ejercicio 1809
Calcular las sumas de las siguientes series, mostrando su convergencia :
n 2n—1
1. n+1)37" 2.y /———— 3.
,,go( ) ,;)n4+n2+1 ’; n3 —4n

Indicacion V¥ Solucidén V¥ [001938]

Ejercicio 1810

n
Sea (u,) una sucesién real positiva y S, = Y. u,. Comparar la naturaleza de las series (Y u,) y (¥

p=0
[001939]

Up

sh)-

Ejercicio 1811 Utilizacién de una serie

El propésito de este ejercicio es demostrar la convergencia de la siguiente integral generalizada

Por esto, se considera la serie de término general
(n+l)m

w= [
nmw

Por un cambio de variable, transformar u,, en

T
u, =
" /ol+

dx
1+x*sen?x’

dx
(nm+x)*sen?x’
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Encuadrar u, por los términos de la sucesién v,, donde

/” dx
v = —_— .
" Jo 1+ (nm)*senx

Calcular explicitamente la integral v, y deducir un equivalente de u,,. Concluir. [001941]

Ejercicio 1812

Sea u, una sucesion decreciente con términos positivos. Se supone (Y u,) converge. Demostrar que

r}grolo(nun) =0.

n
Indicacién : Encuadrar ) u, para n > p. Luego volver a las definiciones de los limites con los épsilones.

p+1
[001942]
Ejercicio 1813
Sean Y u,, Y v, dos series de términos reales estrictamente positivos. Se supone que ) v, converge, y
n=0 n=0 n=0
que
Un+2 _ Vni2
VnelN, /= -2
Un Vn

Demostrar que Y u, converge. [001943]

n=2

Ejercicio 1814 Examen 2000

1. Se recuerda que la serie armoénica alternada converge y tiene por suma

i (=1" = —log2.
n=1

n

i es Y (ol — 1)y y (1 _ 1
Demostrar la convergencia de las dos series kgl (m Zk) y kgl <2k T 2k> y calcular su
suma usando el recordatorio anterior.

2. Descomponer en elementos simples la fraccidn racional 2 31 .
X~ — X
oo

3. Demostrar la convergencia de la serie ) 31
A —k

y calcular su suma usando lo anterior.

. . [T dx . .
4. (Laintegral impropia / IR converge ? Si es si, calcularla.
1 4x°—x

[001945]
Ejercicio 1815
Sea 0 <a<by (up)n>o definida por up =1y MZ—:Z“I = %, para n > 0. Demostrar que el limite de la
sucesion W, = log(n~%u,) existe y es finita. Deducir los valores de a y b tales que la serie ¥ u j converge.

Jj=0
Calcular entonces su suma : para esto, explicitar la suma parcial s,,, mostrando primero que para todo n se

tiene
n n

ZO[(]“‘ 1) +b— 1]uj+1 = ;)[j{-a]uj.
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Solucidén V¥ [001949]

Ejercicio 1816

Por un célculo directo, demostrar que las sumas parciales de la serie arménica

no son una sucesion de Cauchy. Deducir que esta serie diverge. [002718]

Ejercicio 1817

Discutiendo eventualmente segtin el valor de los pardmetros reales o y 3, estudiar las series de términos
generales positivos (n > 2) :

n—+o 1
n+p’ n(n?—1)’
1
Vit 2+ 11—Vt +an, a<2, tan<>+lnn2+ 2\/;3 ,
n n-—n
n
(2n—|—1>2 1
el (1)
n(xn
z 9 %_17
n!
n+1/2 1
na(lnn)ﬁ, / dtv
4214 tom! n +1
. . n.
. keZ, a[ DD/ g (n71)/n]7
(n+4)! ) (n=1)

exp(—x")dx (Indicacién : cambiar de variable = x").
1

[002719]

Ejercicio 1818

Sea (a,) una sucesion de reales estrictamente positivos tal que, en un vecindario de +oo, se tiene

a 1
nsl _ 1++o<>.
an n n

1. Demostrar que la serie de término general n% es de este tipo; recordar para cudles valores de o
converge.

2. Demostrar que si & > —1, la serie de término general a, diverge, y que si & < —1 converge.

3. Aplicacién : Estudiar la serie

1-3-5---(2n—1)
Z2-4-6---(2n+2)‘

n>1

4. Demostrar que si se tiene en un vecindario de +oo,

entonces la serie de término general a, diverge.
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5. Aplicacion : Estudiar la serie

Y (1—exp(~1/n)).

n=1

[002720]

Ejercicio 1819

Sea (u,) la sucesién definida por ug €]0, 1[ dado y u,,1 = u, — u,>. Demostrar que esta sucesién converge
y dar su limite. Demostrar que la serie de términos general u,,> converge y dar su limite. Demostrar que los
series de término general u,, y In(u,/u,) son divergentes. [002721]

Ejercicio 1820

Demostrar que existen dos nimeros reales o, f3, tales que para todo n € N*,

/Oﬂ(at + Bt?)cos(nt) dt = i

n2

Deducir el valor de

Solucidén V¥ [002722]

Ejercicio 1821

Sea (a,) una sucesion de reales estrictamente positivos tal que Y a, converge. Estudiar la serie

Za’%’ Z 1 jl_”a ) ZanGZna Z @
n

n>1 n
[002723]
Ejercicio 1822
Justificar la convergencia y calcular las sumas de las siguientes series
Sin(n+k)’ ’ (B3n+1)3n+4)’ n! = -1
[002725]

Ejercicio 1823 **T

] » . 1 _ n(n+3)
Demostrar por induccién que, para todo n € N*, kgl S (R CES

i} Encontrar una demos-

tracion directa.
Solucidén V¥ [005108]

Ejercicio 1824 ***]
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w. Calculando la diferencia

n

1. Demostrar por induccién que, para todo natural nonulon, Y k=
k=1
(k+1)? — k2, encontrar una prueba directa de este resultado.
n n n
2. Calcular igualmente las sumas Y k%, ¥ K>y ¥ k* (y memorizar los resultados).
k=1 k=l k=1
n

3. Sea S, = Y k”.Determinar una relacién de recurrencia que permita calcular los S, paso a paso.
k=1

Solucidén V¥ [005109]

Ejercicio 1825 Sumas telescdpicas

Calcular las siguientes sumas :

n n
1 (x* L L
L Y L e )
2. (***) Calcular S, = ¥ k”, paran € N*y p € {1,2,3,4} (en cada caso, encontrar un polinomio P,
k=1
de grado p+ 1 tal que P,(x+ 1) — P,(x) = xP).

n
3. (**¥) Calcular Y, arctan % (ir y releer ciertas férmulas establecidas en un apartado anterior).
1

= K 4k +
S 2
4. (**) Calcular Y, arctank—Q.
k=1
Solucidén V¥ [005143]

Ejercicio 1826 I
Calcular las siguientes sumas :

L) ¥ L 2.0 X jy X J 3.0 X ij.
1<i<j<n 1<i,j<n I<i<j<n I<i,j<n
n n
4. (***) Para n € N*, se establece u,, = Ls Y Y (5h* — 18h%k? + 5k*). Determinar liT uy,. (Utilizar
n k=1h=1 n—foo

los resultados del ejercicio 1825, 2)).
Solucidén V¥ [005144]
Ejercicio 1827 ***]
Seann € N*y aj, az,...,ay, n reales estrictamente positivos. Demostrar que (a; +az +--- + an)(a—ll +t
al—n) > n?. (Desarrollar y usar f(x) =x+ )lc).
Solucidén V¥ [005149]

Ejercicio 1828 **

Sea (u,)nen una sucesion aritmética que no se anula. Demostrar que para todo entero natural n, se tiene
n

Z 1 _ n+ 1
k=0 UpUj+1 Uolp41-
Solucidén V¥ [005223]

Ejercicio 1829 **

n

Calcular lim -
”—>+°°k§1 12422 - k7
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Solucidén V¥ [005224]

Ejercicio 1830 **

Sea (up),en una sucesion positiva tal que la serie de término general u, converge. Investigar la naturaleza

. . . /U
de la serie de término general 5.
Solucidén ¥ [005697]

Ejercicio 1831 ***

Sea (uy,),en una sucesion de reales positivos. Encontrar la naturaleza de la serie de término general v, =

T ) Un TR n > 1, conociendo la naturaleza de la serie de término general u,,, luego calcular la suma
D N

en caso de convergencia.

Solucidén V¥ [005698]

Ejercicio 1832 ****

Sea (uy,)qen una sucesion de reales estrictamente positivos tal que la serie de término general u, diverge.
Para n € N, se establece S, = uy + - - - + u,,. Estudiar en funcion de o > 0 la naturaleza de la serie de término
u
eneral 2.
S )"
Solucién ¥ [005699]

Ejercicio 1833 *

n

Analizar la naturaleza de la serie de término general u,, = kg m, p €10, +ool.

Solucidén V¥ [005704]

Ejercicio 1834 **

Determinar un equivalente simple de n! cuando 7 tiende a infinito real positivo
q P (a+1)(a+2)---(a+n)’ " (a P

dado).

Solucidén V¥ [005705]

61 122.02 Convergencia absoluta

Ejercicio 1835 Utilizacién de las reglas de Cauchy y d’ Alembert

Estudiar la serie de término general

x x 2 a.,s
1. u, = Vn!senxsen—---sen——, con x > 0. 2.y =e"(1——)".

V2 Vvn n

[001933]

Ejercicio 1836 Serie de términos arbitrarios

Estudiar la serie de término general

oy "
(Inn)(n'/n)
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(="
2 V= e,
/na+(_1)n
3wy =1n 1+ (;i)n

Indicacién : Los célculos de dl pueden ser fructiferos. ..

donde o > 0.

), donde a > 0.
[001940]

Ejercicio 1837 Examen 2000

Justificar la respuesta, clasificar las diez series Y u, siguientes en 4 categorias
— GD : tales que u, no tiende a 0;
— 7D : que divergen y tales que lim u, = 0;
— AC : que convergen absolutarr;l;l?e;

— SC : que convergen, pero no absolutamente.
(Cuidado : Para poder responder, algunas series requieren dos demostraciones : por ejemplo para demostrar

que Y u, es SC, es necesario demostrar que Y u, converge y que Y. |u,| diverge.

°°((—nl>"+nlz>; il(\/m—ﬁ); }(\/ﬁ Vi)'

g
gk

—_

n=1 n= —

=1 1 = n! - 1
——log(14+-)|; —; I—(1==)");

L) X )

= 2"+ 1000 -

Z L Z(l—cosz); Zsen Jrn)sen(g)
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Ejercicio 1838
Determinar, en funcién de parametros reales «, 8, la naturaleza de la serie de términos generales (n > 2)
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62 122.03 Series semi-convergentes

Ejercicio 1839 Examen 2000
Justificar la respuesta, clasificar las diez series Y u, siguientes en 4 categorias
— GD : tales que u, no tien